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Poglavjel

OCENJEVANJE IN INTERPRETACIJA PARAMETROV

V tem poglavju se bomo seznanili s statisimi metodami za oceno lokacijskih parametrov in krite-
riji oziroma pogoji, kljuEnimi za izbiro metode. Izbor metode je v najjiemeri odvisen od strukture
podatkov in porazdelitve lastnosti.

Za oceno parametrov so nam na voljo Stevilne metode. Izletahko enostavna poviig, metodo
najman;jSih kvadratov, tehtanih najmanjsih kvadratovp&ph najmanjSih kvadratov, metodo ndjje
zanesljivosti itd.

1.1 Kiriteriji za izbor metode

1.1.1 Struktura podatkov

UravnoteZeni in neuravnotezeni poskusi

Pri uravnoteZenih poskusih, kamor lahko Stejemo tudi sknmirtovane poskuse po posebnih shemah
(split-plot, latinski kvadrat...) lahko obdelamo z enesia metodo, ki je znana pod imenom analiza
variance z oznako ANOVA. UravnoteZeni poskusi so v Zivifiaeki. V poskusih, ki jih izvajamo na
kmetijah ali celo véjih obratih, smo vezani na velikost obratov in strukt@rede, ki jo imajo. Le redko
imamo priliznost, da je hlev prazen in naselimo tiste ZjJljih Zelimo

Vsekakor morajo biti ti poskusi izvedeni korektno. Ne smesnpatiskati @i pred pomembnimi vplivi,

ki jih nismo mogli izn&iti ali kontrolirati. Sorodne Zivali¢e jih imamo, morajo biti uravnoteZzeno po-
razdeljene po skupinalCe imamo v poskusu s praggtiri skupine, bomo v poskus vkifili nesorodne
Zivali ali pa vzeli Stiri pragie iz istega gnezda in v vsako skupino dali po enega. Imaneo S&cnekaj
moznosti, vseh niti ne moremo nasteti. Paziti moramo, dekefehe" predpostavke uravnotezeno po-
razdeljene med skupinami. To pravilo je na videz v nasprogahtevo po naklgni porazdelitvi zivali
oziroma enot v poskus. Tisto, kar poskus moti, to pa so "re@ea? vplivi in "krSene" predpostavke,
moramo nartno izbrati in porazdeliti po skupinah. Le tako lahko z@gomo, da ne okuzimo tistih vpli-
vov, ki jih moramo progiti. To velja pravzaprav za vse poskuse, tudi za tiste, rar&a&e vnaprej vemo,
da bomo uporabili zahtevnejSo metodo za obdelavo podatkolyena metoda ne more nadoknaditi slabo
zastavljenega poskusa!

Naklju €ni in selekcionirani vzorci

Pri obiCajnih poskusih bomo Zivali ali kakSne druge poskusne em@eloma naklj@éno uvrstili v sku-
pine. To pa vedno ni moge. Eden od razlogov je étie narave (primer 4.1). V Zivinoreji se pogosto
sr&€amo z obilico proizvodnih podatkov zbranih v dokaj ureffeimiformacijskih sistemih. Ti podatki
niso nakljieno izbrani: to so proizvodni rezultati zivali na kmetijadraviloma vseh.

Neumnost bi bilo iz teh podatkov izbrati nakijui vzorec, da bi zadovoljili pogoje za obdelavo. Prav
gotovo vsi podatki vé povedo, kot manjSi nakliini vzorec. Imajo pa kmetje razho Stevilo Zivali, raz-
licnih genotipov, raztino kakovost krme, radlen interval med molZama itd. Se najbolj problerradi

pa je, da potomce odbirajo od najboljSih krav in édlh bikov. Potomci torej niso naklgui: ker smo v
teorijo dedovanja pregtani, morajo biti tisti, ki so namenjeni prireji in razmneaaju, boljsi.
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PRIMER : Ko zZelimo prowiti neko lastnost pri zdravih in bolnih zivalih, bi nak§ni izbor pomenil
da izberemo za poskus zdrave Zivali in jih okuzimo. To bommediidi le izjemoma, z dobro utemeljenim
razlogom. Rezultati poskusa morajo biti dovolj tehtni, @ata Zrtvujemo zdravje Zivali. Praviloma
bomo postopali raje druga. Poiskali bomo obolele Zivali in iz njih nastavili eno pkw, v drugo pa
dali zdrave. Ali je tu krSeno pravilo o naklinih vzorcih? Pravzaprav ne! Zdravstveno stanje je vpljv in
tega izberemo r@atno. V ozadju bolezni se lahko sicer skriva marsikaj, dase Zivali obolele, druge
pa ne. Lahko je to izpostavljenost povéiteljem bolezni, kar pravzaprav Zelimo piavati, in to samo
po sebi ne bi dalo izkrivljenih rezultatov. Lahko so biledivzpostavljene dodatnim stresom, med njjmi
pa so lahko take, ki bi motile poskus. Vzemimo, da so bile elecZivali preslabo krmljene, zdrave pa
ravno prav. V tem primeru bodo proizvodni rezultati mord# posledica slabe prehrane kot pa bolezni
in poskus ne bi dal pravih rezultatov. TeZav, torej tudi pssk se moramo lotiti na povsem drugem
koncu. Bolezen je torej posledica, prav bi torej bilo, da i lobjekt prowevanja, naSa opazovana
lastnost. Odpraviti bo potrebno vzroke, da je do boleznbtsgiriSlo. Bolj bi bilo torej primerno, da
prowcujemo, kako prehrana vpliva na pojav bolezni...

1.1.2 Porazdelitev

Porazdelitev preverjamo za vse naklje vplive, ostanek in opazovanje. Najprej preverimo piehiev
za opazovanja, ker paostankov Se nimamo. Vsekakor pa pri opazovanjih, pri kaieramo dvome,
opravimo preizkuse na ostanku.

Porazdelitvena funkcija

Zazeljeni so normalno porazdeljeni podatki. Pri teh poittal&khko pa& uporabimo enostavne metode,
kot so ANOVA, metoda najmanjSih kvadratov, metoda tehtaaijimanjSih kvadratov in metodo splosnih
najman;jSih kvadratov. OpiSemo jih lahko s@@kovanimi vrednostmi ter merami razprSenosti (parametri
disperzije). Pri drugih porazdelitvah pred povijesn izberemo parametre, ki to porazdelitev najbolje
opiSejo. V Zivinoreji se boste dostikrat 8edi tudi z lastnostmi, kiimajo spediino porazdelitev, bioloSko
utemeljeno, a jih ne moremo opisati z znanimi porazdeliivaPni teh porazdelitvah pogosto odpadejo
obiCajne statistike, povpoge in razprSenost prav@ne povesta o podatkih.

Pri izboru metode upoStevamo porazdelitev opazovanj, kiogledica porazdelitve nakfjnega dela
modela. Pri sistematskih modelih, ki so zelo pogosti prieséd poskusov, je porazdelitev opazovanj
odvisna od ostanka.

Ko se izkaZe, da lastnost ni porazdeljena po znani porazijdeiajprej poskusimo z razinimi trans-
formacijami. Na transformiranih opazovanijih in ostankiteipkus ponovimo. Druga moznost je tudi
priblizek prave porazdelitve z eno od znanih porazdelitkadar so odstopanja zanemarljiva. Pri tem
statisttnih parametrov za odbitev pravzaprav nimamo in so potrebne predvsem izkuSnmadiostno
Stevilo opazovanj. Zanemarjanje porazdelitve je pogostbaglica nepoznavanja drugih metod, rezultati
takih analiz pa so lahko zavajd&jo

S porazdelitvami, ki se ne dajo transformirati ali aproksitn, se boste st&li ze med Studijem in pri
diplomskih nalogah. Nimamo prostora, da bi imenovali vsmpre in se bomo omejili le na nekatere.
Vam so Ze poznani nekatere lastnosti obnaSanja, dnevmimippodobno. Prirejah pa se boste spoznavali
z nekaterimi lastnostmi plodnosti, ki se ne obnaSajo, kat siatistiki radi. Omenimo lahko lastnosti
povezane z vitalnostjo, prezivitvijo ali izgubami mléev, z dobami od poroda (odstavitve) do pripusta
in z Zivljenjsko prirejo. Za zéetek lahko lastnosti opiSemo enostavno s porazdelitwijparazdelitve
primerjamo med seboj. Morda se lahko posluzimo mediane atlusov, kombiniranih transformacij,
a je zelo tezko dati splo3no veljaven postopek obdelavetpoda Razgovor z nekom, ki ima bogate
izkusnje pri obdelavi podatkov, bo gotovo primeregatak.
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Identi¢na ali heterogena porazdelitev

V man;jSih poskusih velja poskusiti zagotoviti homogenastiance. To doseZzemo tako, da imamo iste
instrumente, stalno in usklajeno ekipo. Ko pa Zivali rastajjim spremljamo maso od rojstva pa jih ne
moramo tehtati z isto tehtnico: tista za odrasla goveddikramd rojenimi teleti skoraj ne zazna. Tista,
ki pa je primerna za tehtanje telet, pa bi se potrla pod masastaja goveda.

Neodvisna ali odvisna porazdelitev

V praksi dostikrat privzamemo, da so nivoji znotraj posanega vpliva neodvisni. Do sedaj smo ome-
njali odvisnost med sorodniki pri aditivnem genetskem wyoli Povezanost smo ugotavljali iz porekla
Zivali in jo vgradili v matriko sorodstva. To velja tako zarektne, maternalne in paternalne aditivhe
genetske vplive. Povezanost imamo tudi pri neaditivnibeggh vplivih: dominanci in epistazi, vendar

pa se v okviru tega predmeta z njimi ne bomo ukvarijali.

Samo omenili bomo tudi podobnost med primerjalnimi skupinaPri pras€ih na testni postaji preiz-
kusamo prage od 30 do 100 kg. Zivali naseljujemo vsak teden in vsak ted@ugajo testno postajo.
Primerjalno skupino tvorijo Zivali, ki jih istéasno preizkusamde smo nataini, to pomeni, da tvorijo
primerjalno skupino zivali, ki so v istem tednu kiale preizkus. Teh pa je pogosto premalo, da bi dale
zadostno oceno vpliva skupnega okolja, ki ga praviloma if@mno kar sezona. Pomagamo si lahko z
Zivalmi, ki so kortale test en teden prej. Morda moramo zaradi Stevila Zivalat Se kakSen teden...

Transformacije

S transformacijami lahko spremenimo porazdelitev sprdiivka tako, da je porazdeljena normalno ali
po drugem znanem porazdelitvenem zakonu. Porazdelitesnembna samo pri odvisnih spremenljiv-
kah. Pri neodvisnih spremenljivkah jo naredimo takrat,gkadnjeno transformacijo dosezemo enostav-
nejSo povezavo med odvisno in neodvisno spremenljivko,imksponentne funkcije z logaritmiranjem
dobimo linearno povezavo. Logaritmiranje pa ni edina ti@msacija. PosluZzujemo se lahko tudi raz-
linih korenov pri desno asimetniih porazdelitvah ali potenciranja pri levo asim@&tih porazdelitvah.
Pri transformacijah moramo paziti, da lahko pri transfocijiase vrednosti spremenime je zaloga
vrednosti pri spremenljivki v@a ali enaka rd, transformacija z logaritmom ni moga, ker ne poznamo
vrednostilog(0). Aproksimacija z eno od zelo majhnih vrednosti lahkautez ma:no preoblikuje. Ni
vseeno ali se vrednosti 0 priblizamo z vrednostjo?18li 10710, Pri log-transformaciji dobimo v prvem
primeru vrednost-2, v drugem pa-10.

Aproksimacije

Pri manjSih odstopanjih od normalne porazdelitve lahkagrzorazdelitev pravzaprav zanemarimo in
kot priblizek vzamemo normalno porazdelitev. Kot primdrka navedemo velikost gnezda pri piaBj

ki je porazdeljena po Poissonovi porazdelitveni funkcifiavpre&jem pri 10, minimumom 0 in maksi-
mumom okrog 20. Tukaj lahko privzamemo normalno porazelelito pa ne velja za velikost gnezda pri
drobnici, kjer je porazdelitev tudi Poissonova, powjpeea je praviloma med 1 in 2, v gnezdu je najmanj
0 Zivorojenih mladiev in prakténo nikoli ne presega pa 5 mi@ev.

1.1.3 Stevilo opazovanj

V statistiki poznamo tudi zakon velikih Stevil. V preprasigeziku pove, da ne glede na porazdeli-
tev opazovanj se porazdelitev gakovanih vrednosti priblizuje normalni porazdelit¢e je le Stevilo
opazovanj dovolj veliko. Ta zakon pravzaprav dovoljuje aradstitev prave porazdelitve z normalno
porazdelitvijo. Kaj je zadostno Stevilo, pa je povezano mpdelitvijo in Stevilom parametrov v siste-
matskem delu modela. Bolj kot porazdelitev odstopa od nbrepae& opazovanj potrebujemo, da lahko
predpostavimo kar mormalno porazdelitev.
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1.1.4 Na&elo skromnosti, prakticnost, izvedljivost in interpretacija

V statistiki velja n&elo skromnosti tudi pri izbiri metode. Uporabili bomo na&jprostejSo metodo, ki
nam Se vedno daje zadovoljivo oceno rezultatov posk@sge to navadno povptge, bomo izbrali péa
povpreije.

1.1.5 Funkcija tveganja in funkcija izgube, loss function

Funkcija tveganja (risk function) ali kar tveganje in fuijadzgub ali izguba (loss function)

e vsota kvadratov za ostanek najmanjSa
¢ vsota tehtanih kvadratov za ostanek najmanjSa
¢ vsota sploSnih kvadratov za ostanek najmanjSa

e najvetja zanesljivost

1.2 Enostavna analiza variance (ANOVA)

V poskusih, Kjer je struktura podatkov uravnoteZena, lalfhorabljamo enostavno metodo, imenovano
ANOVA. Uporabna je v primerih, ko smo opravili uravnoteZzenreipkus in nimamo na voljo statigtiih
paketov. lIzr@unamo in primerjamo lahko povgija po skupinah. Za preizkuse postavljenih hipotez
pa uporabimo enostavne iZune vsot kvadratov za posamezne vplive, kar bomo opisatiglapju o
preizku3anju hipotez. Analizo lahko opravimo kar s kalkodgm.

Toda v Zivinoreji prepogosto krSimo in to metodo uporabingoneuravnoteZzenih podatkih in bolj se-
stavljenih modelih. Prav dine izgubimo, kadar uravnotezene podatke obdelamo z megjdman|Sih
kvadratov. Kadar bi lahko uporabili metodo ANOVA, bomo pretodi najmanjSih kvadratov dobili
popolnoma enake zakfiie. Ce pa se rezultati razlikujejo, pa je metoda najmanjSih katag boljSa.

1.3 Metoda najman;jSih kvadratov

Pri metodi najmanjSih kvadratov (ang. Ordinary Least Sgua@LS) predpostavimo, da je odgovarfdjo
model sistematski, ostanki pa so idént in neodvisno porazdeljeni. Stevilo meritve po posariezn
skupinah se lahko razlikuje. Torej so podatki lahko heuoéaeni. Pri uporabi metode ni nujno zahtevati
normalno porazdelitev, dokler se zadovoljimo samo z ragiiv Ne smemo pa pozabiti, da se pri "divji"
porazdelitvi ocenjena vrednost lahko pojavi celo izverrivila zalog vrednosti. Torej dobimo lahko
vrednost, ki je nemogdi@ in heuporabna za interpretacijo.

1.3.1 llustracija metode najmanjsih kvadratov

Najprej postopek ilustrirajmo s primerom. Za ilustracijpemimo podatke o spremembah krmnih dni
na zivorojenega pujska v Sloveniji po letih iz tabele 1.1a@nigimo sliko 1.1! Krmni dnevi predstavljajo
lastno ceno Zivorojenega pujska v trdni “piagiejski” valuti in so tako dober pokazatelj uspesnega
rejskega dela. Tako iz tabele kot iz grafa dobro vidimo, dalewenski rejci izboljSali rejo praSév.
DoseZen rezultat v posameznem letu je na grafu@ama rdéo kroglico.

Tabela 1.1: Stevilo krmnih dni na Zivorojenega pujska piti let
| 80 | 81 | 82 | 83 | 84 | 8 | 8 | 87 | 8 | 89 | 90 | 91 |
| 26.33] 24.14[ 22.95| 22.97| 21.76| 21.21] 21.66| 21.88| 21.13| 20.44| 18.21] 17.59 |
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Slika 1.1: KD na Zivorojenega pujska po letih

Za obrazlozitev uporabimo kar preprost model, ki vsebujaaséinearno regresijo z neodvisno spre-
menljivko x;jkot sistematski vpliv. Verjetno bi polinom tretje stopnjégrimerne;jsi, a bi si samo oteZili
izraCune in prikaze. Lahko pa vajo s polinomom tretje stopnjediée doma za vajo. V skalarni obliki bo
torej model imel preprosto obliko, kot nakazuje éna 1.1, v enébi 1.2 pa imamo opisano gakovano
vrednost in strukturo variance. Za metodo najmanjSih kaiadropiSeta tudi oBajne predpostavke.

Yi=p+bx +e [1.1]
Yi~l1D(u + bx;, ) [1.2]

Tako je iz enébe 1.2 razvidno, da so meritygidenticno in neodvisno porazdeljene, na kar nas opozori
oznakal ID (ang. Identically and Independently Distributed) in variane s pricakovano vrednostjo
o+ bx;.

Porazdelitev nakljénih spremenljivk v modelu moramo nujno preveriti, ko pkeizamo znéilnost po-
stavljenih hipotez. Za preveritev hipotez bi lahko prepraskli, da preverjamo verodostojnost dobljenih
rezultatov. Ta nadaljni korak je praviloma gakovan in povsem logen, saj brez statigthega preiz-
kusa ne moremo rezultatov interpretirati. Analiza bretistténega preizkusa bi bila torej brez pravega
ucinka. Za presojo rezultatov je porazdelitev meritev pormem Dokazali pa smo Ze, da je porazdelitev
odvisna od nakljoinega dela modela - od naldjuih spremenljivk. Kadar razmiSljamo o varianci, pred-
postavimo, da je spremenljivka normalno porazdeljenaajegporazdeljena tako, da lahko pri obdelavi
predpostavimo normalno porazdelitev. TakSna predpoataakn pride prav, ker lahko uporabimo me-
tode iz skupine najmanjSih kvadratov. V Zivinorejskih pasik tega ne smemo vedno narediti. Da bi ne
naredili napake, moramo vedno preveriti porazdelitev!

Prilagodimo t@ékam na grafu 1.1 najprej 9 premic iz tabele 1.3. Tako dobinad 12 s Sopom premic.
Zanima nas, katera od njih podatke najbolje opiSe ali pajasnlrugimi besedami: zanima nas, katera
premica se podatkom najbolje prilega.
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Tabela 1.2: Nekaj izbranih eéla za opis zgornjih podatkov

Oznaka| Nekatere izbrane efhe Oznaka Nekatere izbrane efhe
1 yi = 39.033- 0.20084x; + g 6 yi = 81.533- 0.70084x; + g

2 yi = 47.533- 0.30084x; + g 7 yi = 90.033- 0.80084x; + g

3 yi = 56.033- 0.40084; + g 8 yi = 98533- 0.90084; + g

4 yi = 64.533- 0.50084x; + g 9 yi = 107.033- 1.00084x; + g

5 yi = 74.146 - 0.6135x; + g

KD / puj.

18 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 91
Leto

Slika 1.2: KD na Zivorojenega pujska in prileganje réaih premic

Odgovor je enostaven: najbolje se prilega srednja - mod¥misa. Izbrali smo jo zato, ker secke
modri premici najbolje prilegajo. “Prilegajo” pomeni, da ed nje najmanj oddaljene. Kak3Sna o@ko
lahko lezi kar na najboljSi premici, tu in tam pa imamo tudeqej oddaljene itke. Ker je vé tock,
moramo tako najti neko statistiko, ki bo merila skupno aziegpovpréno oddaljenost. Oddaljenostto
(meritev) od premice (ptakovane vrednosti) pa imenujemo ostanek. Ker pravih kstane poznamo,
ocenimo pa jih lahko kot razliko med izmerjeno vrednostjon pripadaj@o pricakovano vrednostjo
E(y;), kot to prikazuje enéba 1.3.

& =vyi— Ev) [1.3]

Pri razmisljanju nas dostikrat zapelje Zelja, da bi izbrafiitev tako, da bi bila vsota ostankov enaka 0
(1.4) ali morda celo najmanjsa (1.5). V zgornjem primeraf{dr.2) je vsota ostankov pri vseh premicah
enaka 0. Pravzaprav ta kriterij izpolnjuje cel Sop premicgredo skozi presase premic na grafu.
Premic je celo nesk@mo mnogo. Torej je med njimi po tem kriteriju ni nobene n§f® - po tem

kriteriju ne bomo nasli dobre reSitve.

> 0i-E()=0 [1.4]

>0 —E) =min. [1.5]
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Slika 1.3: Vsota ostankov je minimalna

Pri drugem kriteriju (1.5), da bi bila vsota ostankov najjBantudi ne bi bili uspesni. NajmanjSe niso
vrednosti blizu 0, ampak zelo “velike” negativne vrednog®io tem kriteriju bi poiskati tisto premico
(graf 1.3), ki bi dala najbolj negativho vsoto. Premice pgmtovo ne bi imeli na grafu! Od &k -
opazovan;j - bi bila odmaknjena neskmo dal€. Do nje bi potovali vé svetlobnih let¢e vam je tako
vS&. ReSitev, ki je dale od opazovanj, bi o opazovanjih zelo malo povedala. Poterto gploh ni
reSitev!

Poiskali bi lahko Se kak kriterij in morda bi bila obrazlagit zakaj z njim nismo najbolj zadovoljni,
celo zahtevna. Poskusimo zato kar s kriterijem, na kateeeasfnovana metoda najmanjSih kvadratov.
Uporabiti moramo odklone, da se bo premica najbolje prikegser je v nazivu metode beseda “kvadra-
tov”, moramo odklone kvadrirati. Tako dobimo za vsako nesriéno vrednost - kvadrirani odkloCe

pa kvadrirane odklone seStejemo, pa imamo statistiko, kigma da reSitev. Statistiko bomo imenovali
vsota kvadratov ali vsota kvadratnih odklonov. Pogleji®je razmiSljanje dobro!

Za vsa leta in vse ethe imamo kvadratne odklone shranjene v tabeli 1.3 in jihdnjarrsti Se se-
Stejemo. Tako smo dobili vsoto kvadratnih odklonov (1.@onmabljali bomo pa kar oznakBSS, kar

je povzeto po angleskem izrazRé'sidualSum of Squares”. Katera premica je torej najboljSa? Zaradi
izbora metode prav gotova tista, pri kateri je vsota kvanilnabdklonovRSS najmanjSa. To je v naSem
primeru enaba 5, ki tudi predstavlja resitev sistema. To pravzapravakijucno: pred tem postopkom
smo na skrivaj opravili izréun.

RSS = Z (vi — E(y))? [1.6]
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Tabela 1.3: Kvadrati za ostanke pri ré&zlih prirejenih premicah (tabela, graf)

En. 1 2 3 4 5 6 7 8 9

b -0.20 -0.30 -0.40 -0.50 -0.61 -0.70 -0.80 -0.90 -1.00
80 | 11.316 | 8.2025 | 5.5885 0.74650| 0.13264| 0.01844| 0.40424
81 | 1.8907 | 0.95070| 0.33067 0.39057| 1.0505 | 2.0305 | 3.3305

82 | 0.14890| 0.00737| 0.04585| 0.26432| 0.66279| 1.2413 | 1.9997 | 2.9382 | 4.0567
83 | 0.36811| 0.16542| 0.04273| 0.00004| 0.03736| 0.15467| 0.35198| 0.62929| 0.98661
84 | 0.16196| 0.25245| 0.36293| 0.49342| 0.64391| 0.81439| 1.0049 | 1.2154 | 1.4459
85 | 0.56491| 0.56491| 0.56490| 0.56490| 0.56490| 0.56490| 0.56490| 0.56490| 0.56491
86 | 0.01015| 0.00000| 0.00985| 0.03970| 0.08954| 0.15939| 0.24925| 0.35909| 0.48893
87 | 0.10245| 0.27048| 0.51851| 0.84655| 1.2544 | 1.7426 | 2.3107 | 2.9587 | 3.6867
88 | 0.05248| 0.00501| 0.13758| 0.45014| 0.94269| 1.6152 | 2.4678 | 3.5003 | 4.7129
89 | 0.51587| 0.10128| 0.00668| 0.23210| 0.77750| 1.6429 | 2.8283 | 4.3337 | 6.1591
90 | 7.5482 | 5.0508 | 3.0534 | 1.5560 | 0.55801| 0.06121| 0.06381| 0.56641| 1.5690
91 | 10.027 | 6.5872 | 3.8674 | 1.8675 | 0.58761| 0.02774| 0.18787| 1.0680 | 2.6681
RSS| 32.7067| 22.1582| 14.5290| 9.81981| 8.02982| 9.16137| 13.212 | 20.183 | 30.074

Vseeno pa nariSemo Se graf (1.4): na abciso nanesimo liggeegbeficiente, na ordinato pa vsote
kvadratnih odklonov. Teéke leze na paraboli, petatia pa predstavija minimum te parabole. Vsota
kvadratov je pozitivha vrednost. Vsaka druga premica,raggimalne, pa daje ¥ vsoto kvadratnih
odklonov.

32
28

24

20

= 74.146 - 0.6135 X +e

Na]manjga vsota kvadratov
16

12

Vsota kvadratov za ostanek

-3 -0.9  -08 -0.7 06 05 -04  -03 0.2
Smerni (regresijski) koeficient

Slika 1.4: Spreminjanje vsote kvadratov v odvisnosti odesijskega koeficienta

Pri odlcCitvi smo torej poiskali minimum za vsoto kvadratnih odkben Kljub temu, da je metoda
najman;jSih kvadratov za nas Se neznanka, pa smo pravkanapaa bo Se najbolj sprejemljiva. Sedaj
pa metodo najmanjSih kvadratov Se izpeljimo!

1.3.2 Izpeljava metode v skalarni obliki

V tem poglavju se Zelimo osredd@iti na izpeljavo metode najman;jSih kvadratov (OLS - Ordjrlaeast
Square), ki je v Zivinoreji je pogosto uporabliena. Metodono izbrali takrat, ko Stevilo opazovan;j ni
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uravnotezeno (balansirano) med posameznimi razredicdstm pa mora biti izpolnjen Se en osnovni
pogoj: ostanki morajo biti neodvisno in idegtio porazdeljeni. Pri zgornjem modelu, opisanem \tena
bah 1.1,2?in1.2, je slednji pogoj izpolnjen, kar dokazujeta ozn&kia pri opisu porazdelitve v erthi
1.2 in tudi ident€na matrikal pri opisu strukture variance. Zgornji model bomo za izpaljanetode
najman;jSih kvadratov razsirili Se za sistematski viivz nivojil.7. Novi model se ne nanaSacvea
zgornje podatke. Primeren pa bi bil za analizo sprememb tfo2a ve& farm. Takrat bi sicer vpliv z
nivoji preimenovali, da bi nas oznaka spominjala na farmo.

Yij = 1+ A+ bxij + & [1.7]
Yij~11D(u + A + bxij, o) [1.8]

ReSitve sistema pdi&mo tako, da je vsota kvadratov za ostanek minimalna. Kemi® minimum
vsote kvadratov, bomo funkcijol.7 odvajali po vseh nezahnk vse prve delne odvode izéilaz nic.

Neznanke so lokacijski paramejfrj Ay, Ay, ... in Agin b. En&bo 1.9 za RSS bomo najprej malo
preoblikovali.
pn
RSS =ede=)_ [1.9]
i=1 j:l

V ena&bo vstavimo izraz za ostanek in poenostavimo zapis pri (6dt0).

RSS = Z vii — E (vij) [1.10]

Potrebujemo torej ptakovano vrednost, ki jo predstavlja praviloma le sisteskiatel modela (1.11).
E (yij) =+ A + b [1.11]

Tako dobimo za vsoto kvadratov za ostanek zapisano v ngistedifi:

RSS = (yij —u— A —bx;j)’ [1.12]
]

Od tu naprej sta dve moznosti. Po enem postopku lahkébenh 12 razlenimo. To lahko naredite sami
za vajo. Tu pa bomo izhaljali kar iz te eft#.Torej vrnimo se k nasi nalogi. ¢Emo torej minimum
funkcije za izr&un RSS (1.13)!

Z(yij—y—Ai—bxij)Z:min. [1.13]

ij

Funkcija ima obliko parabole. V prvem koraku moramo poiskae parcialne odvode. Najprej odva-
jajmo na parameter (1.14).

9% (Vi — - A~ bx;)°
ij

1.14
o [1.14]

Pri odvajanju bomo uporabili naslednje pravilo 1.15.
ot (@) _of(@ ag9(» (1.15]

ax  0g(x)  ox
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Rezultat v enébi 1.16 izenéimo z 0. Hkrati paramertre nadomestijo ocene, reSitvep#blizpolnjevale
pogoje zahtevane pri metodi najmanjsih kvadratov. Panmanietnjihove ocene I&mo tako, da ocene
nosijo streSico (erida 1.17).

25y (ij —p— A —bx;j) * (-1) [1.16]

i

2+ 3 (yy-A-A-bx) «(-) = 0] +(-2) [1.17]

i]
V enabi 1.17 lahko desno in levo stran delimo z 2 ter dobimotboal.18.

Z(—yij+ﬁ+ﬂi+5xij):0 [1.18]

i

Sedaj pa poskusimo etiao Se malo poenostaviti. Prav vseeno je, ali vsako meridgprej aistimo
sistematskih vplivov in tako dobljene ostanke seStejerakipkkaze engba 1.18. Lahko pa levo stran

endbe 1.18lahko najprej raenimo. Tako lahko posebej seStejemo vsa opazovanjg;), nato Se
ij
vse srednje vrednostd{7), vplive A (3" A) in prispevke regresijeX bxij) in na koncu opravimo
i] i] ij
odStevanje, kot je to nakazano v ébal.19.

=D Vit Aty A+) bxj=0 [1.19]
i i i i

Clene z neznanimi parametri zadrzimo na levi strantbeatlen brez njih pa prenesimo na desno stran.
Poleg tega pa opravimo Se kratek premislek. PriGara ostanka smo vsakemu opazovanju odstel
srednjo vrednost, torej smo to naredili natamkekrat. Torej lahko vsoto nhadomestimo z zmnozkom
(en&ba 1.20).

> h=nsp [1.20]
i

Podobno ravnamo tudi pri vplivii. Nivojev za vplivA; je vet in sicer smo predpostavili, da jih &,
Kjer pa predstavlja Stevilo nivojev in s tem tudi neznanih paramepri vplivu A. Vsota za vplivA torej
vkljuCuje ny opazovanj pri nivojuAr, N, opazovanj pri NiVojuAy, ... in Ny, opazovan] pri NIVOjuA,.
Tretji Clen iz ené&be 1.19 zapiSemo v obliki 1.21.

Zﬂi:nl*ﬂl+nz*ﬂ2+...+nm*ﬂpA [1.21]
i

Tudi Cetrti Clen iz en@be 1.19 lahko preuredimo, kot kaZze éba 1.22, ker je vsaldlen pri vsoti po-
mnozZen s parametroin

Y bxj=b) " x; [1.22]
i i

Sedaj smo si pogledali vsalken posebej in lahko tako preurejene vstavimo véeoal.19. Naredimo
samo Se nekaglene s parametri obdrzimo na levi strani &g, clen brez parametrov pa prenesimo na
desno stran. Tako dobimo e 1.23.

n*ﬁ+ nl*,&1+nz*,&2+...+nm*,&pA+Binj = Zy” [123]
ij ij

10
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Dobili smo en&bo, s katero lahko izvrednotimo parameiel ena&bi pa so Se drugi neznani parametri,
zato moramo poiskati Se druge €ba. Da bi problem reSili, potrebujemo za vsak neznan paeame
eno enabo. Na razpolago imamo Se druge parcialne odvode.

Poskusimo odvajati tudi na paramethe, Ay, - --, Ap, . Postopek je identen za vse parametre vpliva
A, zato bomo izpeljali postopek za katerikoli parameter iroga&ili z Ai;. Na koncu pa bomo razvili
ena&bo za vsak parameter posebej, saj mora imeti po entberza vsak neznan parameter. Odvajati
moramo izraz v 1.24.

9> (ij —m—A - bxij)2
oA

= [1.24]

Dobimo dve moznosti. Kadar je paramet&rna katerega odvajamo, isti kot tisti iz tretjeglena v
Stevcu enébe 1.24, velja, da sta indekism i’enaka. Tako moramo najti odvod iz 1.25.

d(=A) _

A =L [1.25]

V primeru, da sta indeksan i’razlitna, pa moramo resiti odvod v 1.26.

0(=A) _
oA~

0 [1.26]

Koncno lahko napiSsemo odvod, ki smo ga zastavili vamd.24. Omenili smo dve moznosti, ki jih
lahko nakazemo, kot prikazuje ditma 1.27.

=2*§:@n—u—m—bm)*{§$? oo o [1.27)
ij

Druga moznost v ertdi 1.27 je 0, iz prve moznosti pa dobimo izraz 1.28.

=2% Y (yij—u—A-bxj) (-1);  Kjeri=¥ [1.28]
i

Delimo z-2 in izen&imo z 0. Parametre ob tem zamenjamo z njihovimi ocenamtf@n.29). Spodnji
izraz predstavlja vieen&b in sicerza = 1, 2, ..., pa.

Z(yij—ﬁ—ﬁq—ﬁmj):O; kjeri=1 [1.29]
i

Najprej prikazimo enébo, kjer jei = 1. Vstavimo vrednost 1 namesto oznake tako dobimo 1.30.
Yoy =Y A=) A=) bxy=0 [1.30]
1j 1j 1j 1j

Prvi Clen, ki ne vsebuje parametrov, prenesimo na desno strangi Blen predstavlja vsoto srednjih
vrednostiu za vse meritve opravljene pri nivojy;. Meritev je natanka, srednje vrednosti imajo iste
vrednosti, zato lahko drugilen zapiSemo tudi v obliki iz 1.31.

LT [1.31]
1j

11
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Tudi tretji €len lahko poenostavimo, kot prikazujemo v 1.32.

ZZ\\]_ =Nq * A\l [132]
1j

Zadniji¢len preuredimo po zgledu 1.22. Po preureditvi dobimo 1.33.

nl*ﬁ+ n1*31+/62x1j=zy1j [1.33]
1j 1j

V en&bi ni €lenov z ostalimi parametri vpliva, vendar jih lahko brez Skode dodante, jih pomnozimo
s konstanto 0.

nl*ﬁ+nl*,&1+0*,&2+~~-+0*/&m+BZXU:Zylj [134]
1j 1j

Postopek od koraka 1.30 do 1.34 lahko ponovimo Se za wese2 dopa. Tako dobimo Se preostale
enabe za neznane parametre iz vpl&aPrikazujemo enébi zai = 2 (1.35) ini = pa (1.36).

nz*ﬁ+0*ﬂ1+nz*ﬂ2+---+O*ﬂpA+BZXZJ-:Zyzj [1.35]
2j 2j
PAj Paj

Odvajati moramo Se po enem parametru. To je regresijskidieatib, kot smo zastavili v 1.37.

03 ij—p—A —bx”-)z
ob

[1.37]

Pri odvodu moramo paziti, da odvajamo po paramétio ne po neodvisni spremenljivkij;. To nas
lahko hitro zavede, ker smo bili pri matematiki vajeni, daosmeznanko poimenovali 2. V nasem
primeru pa so neznani parametri v modelu. Torej je neznagdiesijski koeficienb, neodvisne spre-
menljivke x;; pa so bile izmerjene, ko smo poskus opravili. Tako so za azsakite konstante. Odvod
smo dobili v enébi 1.38.

2+ (% 1= A = bxj) * (=) [1.38]

i

Izen&imo dobljeni parcialni odvod z @iin spremenimo parametre v ocene parametrov (parameter s
streSico)! V enabi 1.39 Se nakaZzemo deljenje desne in leve strani s konstant

2*Z(yij_ﬁ_&—6xi,->*(->q,-)=o |+ (=2) [1.39]

1]

Clene z ocenami parametrov zadrzimo na desni straribenana levo pa prestavimiene brez nijih.
Prestavljerclen je vsota produktov med opazovayji in pripadaj@imi neodvisnimi spremenljivkami
Xij (en&ba 1.40).

D oaxg+ > AX DY =D i [1.40]
i i i i

12
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Iz vsot izpostavimo parametre (e 1.41). Pri tem dobimo nekaj&€lenov: pri vplivu A smo izpo-
stavili parametre za posamezne nivoje.

'“ZX'J +Allej +Azz:x2J +. +APAZXPAJ +be,J Z:y”x|J [1.41]

Paj

Tako, sedaj imamo vse prve parcialne odvode prlpravlfé?;el 33, 1.34, 1.35 in 1.41. Ebbe lahko
uredimo v matgno obliko. Ocene parametrqy, A, Ao, .. ApA in b zberemo v vektor z ocenami
parametro8 = { i A A - Ay b ] Vse meritve nanizamo v vektor opazovanjMatrika
X je matrika dogodkov za sistematske vplive in poskrbi, daghwta opazovanja seStejemo.C@emno
na desni strani eldde @ng. Right Hand Side, RHS): vektor je zmnozek matrike dogodkovektorja
opazovanj. Torej ga lahko predstavimoXZzy. Na levi strani vektor oceﬁ Ze poznamo. Matrika na
levi se imenuje tudi matrika koeficientov ali matrika vaian kovarianc. Dobimo pa jo z mnozZzenjem
transponirane matrik&’ z matriko dogodkovX. Povsem sprejemljiva je torej oznakdX. Ker se z
matrikami nismo ukvarijali jo bomo ozgai kar s ¢rko C.

[ n Ny N, Npa inj T
m m o - 0 lej [ i ] i Yij
A >_1j Y1
ny 0 np - 0 szj Ay > 2; Yoi
. A ZpAyij
nPA 0 0 : npA pzj XPA] ’SA Zyijxij
A L | | i i
SN Xy Xt 2 X X
L ij 1j 2j paj 1] |

Sistem enéb 1.42 lahko zapiSemo v madtni obliki 1.43. Dokaz si lahko preberete v poglavju, ki
prikazuje izpeljavo metode najmanjsih kvadratov v ngairpbliki (?7?).

X'XB = X'y [1.43]
Cp=Xy [1.44]
Sistem enéb pri metodi najmanjSih kvadratov si bomo dobro zapomnilja znali tudi nastaviti.

1.3.3 Vaje

Izpeljite metodo najmanjSih kvadratov in nastavite sisear@&b v matrtni obliki za naslednje modele!

Yi = i+ braxgi + biaxXé + byasin(xy) + boixa + bpoXd + [1.45]
Yijk =+ Pi+Sj + @k [1.46]
Yijk =+ Pi+Sj + PSjj + @k [1.47]
Yijk =4+ Pi+ Sj +biXjk + 6jk [1.48]
Yijk = u+ Pi + Sj + byXijk + bzzijk + &jk [1.49]
Vijk = 1+ Pi + S + biixai + bioXg + barXoj + booxG; + @i [1.50]

Pri modelih 1.46, 1.47, 1.48, 1.49 in 1.50 vzemite, dajel, 2, 3inj=1, 2, 3, 4.

13
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1.3.4 Pristranost in nepristranost linearnih ocen

Pa le omenimo primer iz Zivinoreje, da bi se prehitro ne ragiiie Prav verjetno bo kdo izmed vas
nasel sluzbo v selekcijski sluzbi. Tam se na veliko ukvaganocenjevanjem komponent (ko)variance,
ki je osnovana na vsotah kvadratov. Vsote kvadratov so ‘tatad kombinacije opazovanj”, imenovali
jih bomo strokovno tudi kvadratne oblike. Problem reSime@z metodami. Nekatere med njimi so celo
nepristranske, vendar pa je rezultéasih prav nemogb Tako dobimo lahko negativne variance. Delez
posameznih komponent variance preseze vrednost 1, karmpdid@ %. To bi v praksi pomenilo, da
je ena komponenta variancedje kot vsota vsehC:e iz komponent varianc in kovarianc izrmamo
korelacije, so ocene izven parametrskega prostora - iavenvala moznih vrednosti. Tako so se bolje
obnesle metode, ki dajejo pristranske rezultate. Za teaeeto jih obajno tudi izberemo, je zGidno,

da so asimptotino nepristranske. Kadar imamo dovolj podatkov, so ocerg tako malo pristranske,
da lahko to zanemarimo. Ne smemo pa na to pozabiti in kompareance ocenjevati z nekaj 100 ali
Se manj meritvami! tudi 10000 meritev ni prav veliko, raje jinamo nekaj 100000. Nekaj pa je tudi
izjem, a o njih ne bomo razpravljali prezgodaj. Tako se kdpragodi, da postanejo dlgjna praksa in
celo dokaz za “pravilnost” nagaih pristopov.

Poskusimo primerjati nepristransko in pristransko met(d6). Sliko smo malo pretiravali, da bi bila
razlika bolj jasna.Ce imamo kolikor toliko dobre podatke, bodo razlike bistvenanjse. Pristranske
ocene bodo manj precenjene, nepristranske pa bolj zarwestienjene (manj razprsene). Zeleno oziroma
pikCasto obmgje pa predstavlja parametrski prostor ali zalogo vredndsar je vetje ali manjSe od
parametrskega prostora, so vrednosti, ki jih nas @eeani parameter Bane mora imeti v nobenem
primeru.

Pristranost

_><_

Porazdelitev najboljsih
pristranskih ocen

Porazdelitev najboljsih
linearnih nepristranskih
ocen

Slika 1.5: Primejava pristranske in nepristranske metode

Nepristranske meritve bodée bomo poskuse ponavljali, lahko precej réaéi. Tako kot vedno bodo
natartnost izvedbe preizkusa, natamost meritev in Stevilo meritev odiali o zanesljivosti ocene. Pri
vsakem od ponovljenem poskusu pa obstaja enaka verjetladst, rezultat Vv§i ali manjSi od parametra,
zato ne govorimo o tem, da so rezultati v posameznem poskisttapski. Ocene so porazdeljene okrog
parametra. Ker dejanskih vrednosti parametrov ne poznamiaje moremo oceniti za koliko odstopajo.
To bi lahko dobili le,Ee bi poskus mnogokrat ponovili. To pa bi ne bil& nmirugega kot en sam &g
poskus. Ker pa poiskusi vedno stanejo, delamo maieygoskuse Sele, ko smo zbrali zadosti zanesljivih
dokazov, da je uspeh zagotovljen.

Pristranske ocene pa niso porazdeljene okrog parametngpdrazdelitve je pomaknjen v desno. Ocene,
ki nam jih metoda ponuja, so bolj pogostatjeod parametra. V tem primeru so ocene precenjene, na
nasi sliki skoraj vednoCe znamo izréunati préakovano vrednost, bomo lahko ocenili tudi pristranost.

14
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Pristranost ne bo ocenjevala odstopanje naSega rezalbapmk odstopanja fiakovane vrednosti ocene
od parametra. Obajno je to funkcija parametra.

1.4 Metode preverjanja ocenljivosti

Metodo preverjanja ocenljivosti bomo ponazorili v métiiobliki.

Linearna kombinacij&’ je ocenljiva,Ce velja:
k’'CC =k’ [1.51]

Matrika

Linearne kombinacije &mo pri interpretaciji rezultatov in testiranju hipot€bravnavamo lahko samo
tiste linearne kombinacij&’, ki so ocenljive. Tako smo Ze ugotavljali, da vpliv pasme oermjiv,
ocenljive pa so razlike med pasmami - pa Se to ne vedno! V pudyda ni ocenljiva razlika med
pasmama, je gotovo slabodrtovan poskus: struktura podatkov je slaba.

Le redko se lotimo testiranja posameznih hipotez. Radi imaajprej namig, ali se z dodeno skupino
sploh spl&a ukvarjati. Npr., zanima nas, ali se pasmecina razlikujejo. Vse linearno neodvisne
kombinacije nanizamo v matrikd in preizkusimo ocenljivost.

ki
ka
K= . [1.52]
Ko
Tako velja:
KC™C=K [1.53]
Hipoteze iz matrik&k so ocenljive.
HCC=K [1.54]

Hipoteze iz matrikeHniso ocenljive, vsaj ena med njimi ni, medtem ko so hipotezeatrikeK iz
endbe 1.54 je ocenljiva.

Primer

N
N
[e20Ne)]

[1.55]

Ceértamo prvo vrstico in prvi stolpec (efa ), smo v preostanku matrike dobili diagonalno matriko s
tremi vrsticami in stolpci.

0 0O
6

o [1.56]

>
Il
oooo

8
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16
O 0 0 O
0 1/6 e e
0 18 =A"=C [1.57]
0 1/8
¢ Ali lahko napiSete model za zgornji primer?
e Dobili smo eno od nesk@mo mnogo splosnih inverz:
... crtali prvo vrstico in prvi stolpec ...
cC= [1.58]
[22 6 8 8
6 6
8 8
8 8
O 0 0 O [0 0 0 O [1.59]
0 1/6 1 100
0 1/8 1 010
0 1/8 |1 0 0 1
e Pazimo na vrstni red matrik!
e Matrika sluZi kot filter za preverjanje hipotez
KC™C = [1.60]
0O O 0 O
1 1 0 O
1 0 1 0
1 0 0 1 [1.61]
0O 1 -1 O 0O 1 -1 O
0 05 0 -05 0 05 0 -05
o 0o 2 =2 0 O 2 -2
e Pogoju ocenljivosti smo zadostili
e Lahko bi uporabili katerokoli drugo splosno inverzo
22 6 8 0
6 6 0
C= 3 8 0 [1.62]
0O 00O
O 0 0 O
__| 0 16
Cc = 0 18 [1.63]
0 1/8
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