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Primer: krmni dnevi na Zivorojenega pujska

Leto
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Dolo¢imo model!

Vplivi: leto kot neodvisna spremenljivka

Model: poenostavimo in uporabimo samo linearno regresijos

Yi:H+bxi+€il

Pois¢imo najprimernej$o premico!
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Katera premica se najbolje prilega?
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Katera med 9 premicami je najprimernejsa/tMODRA

Kako ste jo izbrali?
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Kriterij za izbor: ostanek
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Kaj narediti z ostankom?
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Vsota ostankov = 07
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Pri vseh premicah je vsota ostankov ni¢, takih premic je neskonéno
mnogo (celo s pozitivnim regresijskim koeficientom)!
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Minimalna vsota ostankov?
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Ko odmikamo premico proti +oo, so ostanki vse bolj negativni in
vsota se manj3al
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|zbrane ena&be

Oznaka Nekatere izbrane enacbe

 —

Vi = 39.033 — 020084)6, T €;
y; = 47.533 — 0.30084 x; + ¢;
Vi = 56.033 — 040084)61 T €;
Vi = 64.533 — 050084)6, €;
Vi = 74.146 — O6135X, + €;
Vi = 81.533 — 070084)6, T €;
yi = 90.033 — 0.80084 x; + ¢;
y; = 98.533 — 0.90084 x; + e;
y; = 107.033 — 1.00084 x; + ¢;

O OO0 N O O1 B W DN
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Vsota kvadratov za ostanek

/a vsako od 9 premic izra¢unamo:

e ostanke za vsak podatek: a =V — E(yi)
e jih kvadriramo 512

ey Y
e sestejemo Zei

e naridemo na graf ...
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Primer
Leto | KD na pujska E(yl) ei=yi—E(y;) | ere
30 26.33
81 2414
82 22.95
33 2297
84 21.76
85 21.21
86 21.66
8/ 21.88
38 21.13
39 20.44
90 18.21
91 17.59
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Vsota kvadratov za ostanek

32
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y, = 74.146 - 0.6135 X +e

20

Najmanjda vsota kvadratov

16

12

Vsota kvadratov za ostanek

-1 -0.9 -0.8 -0.7 -0.6 0.5 -0.4 -0.3 0.2
Smerni (regresijski) koeficient

Numeri&na reditev: i&&emo minimum vsote kvadriranih ostankov
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Funkcija: vsota kvadratov za ostanek
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RSS = 2, elz

20

Vsota kvadratov za ostanek

=2y, - Ey)T]
12

8

-!1 -0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -0.4

Smerni (regresijski) koeficient

Kako najdemo minimum?

-0.3

-0.2
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Kako pois¢emo minimum funkcije?

e Napisimo funkcijo: 1IRSS =) (yl- —FE (y,-))zl

e Pois¢emo prve parcialne odvode po vseh neznanih parametrih in
jih izenac¢imo z 0

o / drugimi parcialnimi odvodi preverimo, ¢e smo res nasli minimum
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Model

Za izpeljavo bomo modelu dodali e sistematski vpliv A s tremi
nivoji:
Vij = H+A;+bx;j+ e
Pricakovana vrednost
E (yij) = E (U +A;+bx;j+e;j)
E (yij) = W+ A+ bx;;
Varianca

var (yij) — var (,U —|—Ai—|—bx,-j—|—e,-j)

var (y;;) = var (e;j) = 0,
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Dolo¢imo vsoto kvadratov za ostanek!
2
RSS =Y (yij— E (yij))” =
Nadomestimo pri¢akovano vrednost:i
2
=X (vij = H—Ai—bx;j)” =

Poiskati moramo minimum:

— Z(yij — U —A,-—bxl-j)z = min.

Neznani parametri so: W, Ay, Az, Az, b
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Parcialni odvod po prvi neznankil

Prva neznanka je U:

Y (vij—u Ai—bxz'j)2
Ju

Preuredimo in razgirimo!
2
_Za()’ij u—A;—bx;;) .3(%]’ u—Ai—bx;j)
5’()/,-]- U Ai_bxij) 3#
|zvrednotimo!

=2Y (yij— M —Ai—bx;;) (—1)

Pomnozimo z —1 , izena¢imo z O in delimo z 2!
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Z (—y,-j + U _|_Az -+ bxl-j) — s
Neznanke postanejo ocene!
)3 <—Yij +u _I_A\i‘|‘?7\xij) = O
Preuredimol
YU+YA+Ybx;j =Yy
Razmislimo o prvem ¢&lenul
YU=U+A+ -+ L= nl

Poenostavimo drugi ¢lenl

YA =

A1—|— —I—A1—|—A2—|— —I—Az—l—Ag—l— o
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ZA\Z’ — nlA\ 1+ nzgz = n3X3l

Sedaj pa poglejmo e ¢len z regresijo!

)3 bx,] (lej)

/Zamenjajmo ¢&lene v enachil
YU+ YA+ Y bxi; = Yyij
niL + mA| -+ A+ nAs + (X xij) b= 2 Vij

To smo dobili iz prvega parcialnega odvodal
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Parcialni odvod po drugi neznankil

Druga neznanka je Al:

Y (vij—u Ai_bxij)z_
A =

Preuredimo in razsirimo! ,
:Za()’ij u—Ai—bx;;) .a<Yij u—A;—bx;;)
J(yij—n—Ai—bxij) JA|

|zvrednotimol
0 ;i#l

Obravnavajmo samo drugo enacbo. Delimo z 2, pomnozimo z —1 in
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izenac¢imo z 0!

Y (—yij+u+A1+bx;;) =0
Neznanke postanejo ocene!

)3 (_YIj‘l‘ﬁ‘|‘A\l‘|‘bx1j) = O
Preuredimol

Y u +ZX1 +ZZX1J =) y1j

Razmislimo o prvem ¢&lenul

Poenostavimo drugi ¢lenl

ZA\l — nlA\ll

Sedaj pa poglejmo e ¢len z regresijo!
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bel] (lej)

/amenjajmo ¢&lene v enachil

YA+YA +Ybx; =Yy,
nu+ 1A + 0A; + 0As + (Z)Clj)Z = 2 Vi1

To smo dobili iz prvega parcialnega odvoda po neznanki A4l
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Parcialni odvod po tretji neznankil

Tretja neznanka je Az:

Y (vij—u Ai_bxij)z_
oA, =

Preuredimo in razsirimo! ,
:Za()’ij u—Ai—bx;;) .a<Yij u—A;—bx;;)
J(yij—n—Ai—bxij) JA)

|zvrednotimol
0 i#2

Obravnavajmo samo drugo ena¢bo. Pomnozimo z —1 | izenacimo z
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0 in delimo z 2|
Z(—Y2j+u +A2+bxzj) = 0

Neznanke postanejo ocene!
)3 (_Y2j +Uu+A; ‘|‘bx2j> = O
Preuredimol

YU+ YA+ Y by =Yy,
nolL + 021 + nzgz + 023 T (ZXZj)/b\ = ) )2;

To smo dobili iz prvega parcialnega odvoda po neznanki A;!
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Parcialni odvod po Cetrti neznankil

Cetrta neznanka je A3, a izpeljimo enacbo z oznako Ai/:

Y (vij—u Ai—bxz'j)2
dA .

l

Preuredimo in razsirimol ,
:Za(yz'j u—A;—bx;;) .3(%']' u—A;—bx;;)
d(yij—u—Ai—bx;;) IA;

lzvrednotimol

0 :i#T7

Obravnavajmo samo drugo enac¢bo. Pomnozimo z —1, izena¢imo z
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0 in delimo z 2
Y (—yij+Uu+A+bx;;) =0
Neznanke postanejo ocene!
)3 (—yij—l—ﬁ —h&-—kgxlj) = O
Preuredimol
Y u ‘|‘ZA\i‘|‘Z/I;Xij = ). Vijt
i+ niA; + (inj)/l; = ). Vij
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Preverimo!
nil + nA; + (Xxij)b=Yyi

e [o smo dobili iz parcialnega odvoda po enem od neznanih
parametrov pri vplivu Al

e Z 1 =1 alii =2 razvijemo ze izpeljani enacbi
e Z1 =3 razvijemo e zadnjo manjkajoc¢o enacbo za parameter A3

e Privplivih z nivojih lahko odvajamo po Ay in potem enacbe samo
razvijemo!
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Parcialni odvod po peti neznankil
Peta neznanka je b:

Y. (vij—u Ai_bxij)z_
db -

Preuredimo in razsirimo!
- Za()’ij u Ai_bxij)z.a@’ij u—Ai—=bx;;)
= 9(viju—Ai—bx;)) b o
lzvrednotimol!

=2Y (vij — M — Ai— bxij) (—xij)

Obravnavajmo samo drugo enacbo. PomnoZzimo z —x;; , izena¢imo

z 0 in delimo z 21



Osnove biometrije 2012/13

28

2\
Y (—yijxij + M+ A+ bx; j) = 0O
Neznanke postanejo ocene!
P S S 2 o
Z (—yijxij —+ [JX,’j —|—A,°.Xij —+ bxl-]) — O
Preuredimol

Y x4+ Y A+ beizj = 2. ViXij

Uredimo e zadnjo enacbol
,uZx,-j _I_Allej —|—A22X2j—|—
S S 2 o
—|—A32X3j -+ beij — Zy,-jxij
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/berimo enacbel
ni -+ nlA\l + nzgz + H3X3 + (inj)g = ). Vij
mu+ 1A, + 0A; + 0As + (Z)Clj)Z =2 V1j
o +0A | + Ay + 0A3+ (Yx2,)b = Yy,
n3l + 021 + OXz + Vl3z‘T3 =+ (Zx3]-)g = ) V3

UXx;; +A Ty, i + AT, j + A3 j T szizj = LYijXij
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Nastavimo sistem enacb!

no np Ny N3 XX E 2Yi
ny n XX él Yy
% ny sz]' Ay | = Zyzj
n3 n3  2X3; 23 2y3;
_Zx,-j 2X1; XXoj XX3 le-zj 11 A ) _le-jyl] )

NUJNO!
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Primer - ovce |

Odstavitev Masa ob
Pasma Jagnje Starost (dni)  Masa (kg)  prodaji (kg)
Texel 1 90 38.7 40.2
Texel 2 83 35.3 37.0
Texel 3 95 32.1 36.7
JS ovca 4 88 26.2 32.5
JS ovca S o1 277.3 28.9
JS ovca 6 97 33.4 335.6
T T T
Pi ni Xij Yij ni

Model: Yii—H + P+ b, (Zij) T ¢ij

e pri metodi najmanjsih kvadratov ni naklju¢nih vplivov
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Nastavimo sistem enacb
Model: Yij— H —|—Pl—|—bl (xij —91) _|_eij

Upostevajmo: z;; = x;; — 91

IRSS __ IX (vi—E (31))

du du
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Y (yij—u Pi_biZij)z

b

l

o dokoncajte delo
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Simboli¢na nastavitev - direktno

Model: Yiij—H + P, + b, (Zij) T €j

u P P b1 b, desna stran

u no| om | m | X1y | Xz 2Vij
Py ng | np | 0 Xz O 2 V1,
P, no | 0 | no | 0 | Xz ). V2
by | | Xz1; | 2Xz15| O Zz%j 0 Y Z1)1
b, 27> j 0 220 j 0 ZZ% j 2.2 jY2j

e zamenjajmo simbole z vrednostmil
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Dodajmo uporabne stolpce v tabelo s podatki

Odstavitev Masa ob
Pasma i Jagnje Starost (dni)  Masa (kg)  prodaji (kg)
Texel 1 1 90 -1 1 387 -38.7 40.2
Texel 1 2 85 -6 36 353 -211.8 37.0
Texel 1 3 95 +4 16 32.1 1284 36.7
JSovca 2 4 88 -3 9 262 -78.6 32.5
JSovca 2 5 91 0 0. 273 0.0 28.9
JSovca 2 6 97 +6 36 334 2004 35.6
T T 1T T 7 T
F; l N Xz % Vi G ni

Model: yi; = U + P+ b; (zi) + e;
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Nastavljanje sistema enacb

e direktno

e enostavno pri vplivih z razredi
o preverimo enacbe pri kvantitativnih vplivih

o ali podatke (y;;) uredimo v matriko (tabelo) dogodkov X

o pri vplivih z razredi vpisemo

x 1, kadar podatek uporabimo za izracun parametra, in

x 0, kadar ga ne uporabimo
e pri kvantitativnih vpidemo vrednost izraza desno od regresijskega
koeficienta
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Preverimo nastavitev - ovce |

Model: y;; = U+ P+ b; (xij —91) + ey

u P P b1 b, desna stran
u 6 3 3 3 43 193.0
P 3 3 0 -3 0 106.1
P 3 0 3 0 +3 86.9
by -3 -3 0 53 0 -122.1
b> +3 0 +3 0 45 +121.8
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Matrika (tabela) dogodkov X

(neznani) parametri | W | Py | P, | by | by Vij 4
| -1 38.7

-6 35.3

+4 32.1

r 3| [262

0 27.3

+6 33.4
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Transponirajmo nastavljeno matriko (tabelo)

38.7

35.3

32.1

26.2

277.3

33.4

-1
-6
.. +4
MNoZIimao
X X-— =
0
v +6
1 {1111 |
1|11
1 |
-11-6|+4
-3 +6
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Matrika koeficientov ...

1] 1 -1

1 |1 -6

1 +4
| -3
| 0
| +6
1| 1]1]1 | 6 | 3|3 |-3|+3
1|11 313101]1-3|0
1 | 310131043
-1|-6|+4 31-310 (1530
-3 +6 | |[+3 10 [+3 ] O | 45
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Kako smo vrednosti dobili

e pri vplivih z razredi s Stetjem

e pri kvantitativnih vplivih sestevamo (spremenjene) neodvisne
spremenljivke

Yz =—1-6+4 .
Yz, =1+36+16=53 .

e na desni strani (ang. RHS)

Y yi;=38.7+353+32.1=106.1 .
Yziyi;=(—1)-387+(—6)-353+4-32.1=-122.1 .
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.. In desna stran enacbe

-1 38.7
-6 35.3
+4 32.1
-3 26.2
0 27.3
| +6 33.4

RHS ™\
1] 1] 1] 1 | 6| 3| 3| -3|+43 193.0
1| 1] 1 3131 0(-3] 0 106.1
| | 300 3| 043 86.9
-1]-6|+4 31-31 0153 O -122.1
-3 +6 +3| 0|+3 | 0145 +121.8
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Nastavimo sistem enach - ovce |

o matrika koeficientov je kvadratna in simetri¢na

Model: y;i = U+ P+ b; (Xij—91) T €jj

u P P b1 b, desna stran
u 6 3 3 3| 43 193.0
P 3 0 -3 0 106.1
P 3 0 +3 86.9
b1 simetri¢no 53 0 -122.1
b, 45 +121.8
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Nastavimo sistem enacb - ovce |
|\/|ode|: yij — [.L—|—B—|—b] (Xij—91) —|—b[[ (X,‘j—91)2—|—€i]’

Upostevajmo: z;; = x;; — 91

orss _ IX(v—E(v))” _

u du ,

9 Y (yij—H—Pi—brzij—bpz;)
Ju

2
32(%']' H—PF bIZij_bIIZizj)
dP,

l
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2

9Y(yij——P—brzij—brzy;)

db;

2
3Z(yij H—F bIZij_bIIZizj)

dbyy

o dokoncajte delo
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Nastavimo sistem enacb - ovce |
|\/|ode|: yij — u—|—Pl—|—b] (xij_91) —|—b]] (Xij—91)2—|—€l'j

Upostevajmo: z;; = x;; — 91

w | P | B | b | by

desna stran

u n | np | ny | Xz ZZI-Z]- 2. Vij
P, ni 0 | Xzy5 ZZ%j 2 V1
B ny | X22; ZZ% i 22
b; simetri¢no Zzizj ZZ?J- ZZij)’ij
bir ZZ?]' Zzizjy ij
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Matrika dogodkov X

Matrika X P | B | b | by
38.7 ‘ -1 11
35.3 -6 | 36
32.1 +4 | 16
26.2 319
27.3 00
334 +6 | 36
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Preverimo sistem ena&b za ovce ||

Model: Yii—H +P,+ b (Xij—91) + by (xij_91)2‘|‘eij

desna stran

w | P | B | b | by

u 6 3 3 0 98 193.0
Py 3 0| -3 53 106.1
) 31 +3 45 86.9
by simetricno | 98 | 1296 -0.3
by 2930 3261.3
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Primer - ovce ||

Pa- Rojstna Odstavitev

sma masa (kg)  Starost (dni) Masa (kg)
T 4.0 90 38.7

T 3.2 85 35.3

T 2.8 95 32.1

JS 2.5 88 26.2

JS 2.5 o1 27.3

JS 3.0 7 33.4

T T T T

F XMij Xsij Vij

Model: Yiij = U

bM (-xMij — 30)

bS (xSij — 91)
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Nastavimo sistem enac¢h - ovce |||

Model: y;j =+ B+ ba (xpij — 3.0) + bs (x5i; — 91) + ey

Upostevajmo: zusij = xpij — 3.0, zsij = x5 — 91

orss _ OX(i—E(i))
du du ;
0 Y. (vij—t—P—byzmij—bszsij)
u

2
32(%]‘ Hu—Fr bMZMij_bSZSij)
dP;

l
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2
5’2(%']' H—r bMZMij_bSZSij>

dbyy

2
0 Y. (vij—M—P—bpzmij—bszsij)

by

o dokoncajte delo
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Sistem enac¢b s simboli - ovce |l

Model: yij = 1+ P+ by (xprij — 3.0) + bs (xs5i; — 91) +-¢;

u | P | P by bs desna stran
u n| np| na| Ywmij Y Zsij L Yij
P n 01X zum1; ) 251 2 Vij
P, ny | X Zm2; ) 282 2. V2]
by simetricno szzmj ) TMijZSij ) ZMijYij
bg Zzgi j 2. 28ijYij
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Primer - ovce ||

Pa- Rojstna Odstavitev

sma i masa (kg)  Starost (dni) Masa (kg)

T 1 40 +1.0 90 -1 -1 38.7 38.70 -38.7
T 1 32 +02 8 -6 -12 353 706 -211.8
T 1 28 -02 95 +4 -0.8 321 -642 1284
JS 2 25 -05 88 -3 1.5 26.2 -13.10 -78.6
JS 2 25 -05 91 0 0 273 -13.65 0.0
JS 2 30 00 97 +6 +0 334 0.00 2004
T T 1 T 1 T T T T
P xij (i) Xsipo (zsig) o (migzsip) v (@iip)  (2sdsig)

Model: y;j = w4+ P+ bag (xp1i; — 3.0) + bg (x5, — 91) +e;;
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Matrika dogodkov X

Matrika X P | P | by | bg
38.7 A +1.0] -1
35.3 +0.2 | -6
32.1 -0.2 | +4
26.2 -05 | -3
27.3 051 0
334 0.0 | +6
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Preverimo sistem enacb - ovce |l]

Model: y;;j =+ B+ ba (xpij — 3.0) + by (x5i; — 91) + ey

u | P | P | by by desna stran

u 6 3 31+0.0+0.0 193.0
P 3 0|+1.0] -3.0 106.1
P 31 -1.0]+3.0 86.9
by simetri¢no 1.58 | -1.5 12.59
bg 98.0 -0.3
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Vel primerov pri ovcah

Pasma Spol Rejec Rojstna masa Odstavitvena starost Odstavitvena masa
T 1 KM 4.0 90 38.7
T 2 KM 3.5 85 35.3
T 1 ZA 3.0 95 37.9
T 2 ZA 3.9 85 28.3
JS 1 FT 3.4 88 26.2
JS 2 JU 3.2 91 27.3
JS 1 JU 3.0 97 33.4
B 2 BJ 2.6 100 29.7
B 1 BJ 3.3 88 31.7
B 2 KA 2.9 93 28.3
B 1 KA 3.6 75 25.0
B 2 KA 3.1 93 30.2
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Nastavite statisti¢ne modele

Model 1: Vkljucite pasmo, spol, rojstno maso ugnezdeno znotraj spola in starost znotraj
pasme. Za kvantitativne vplive uporabite linearno regresijo.

Model 2: Vkljucite pasmo, rejca, rojstno maso, starost in interakcijo med rojstno maso in
starostjo. Za kvantitativne vplive uporabite linearno regresijo.

Model 3: Vkljucite pasmo, spol, rejca in vse mozne interakcije med temi vplivi.

Model 4: Vkljucite spol, rejca, interakcijo med spolom in rejcem, starost. Kvantitativne
vplive vkljucite v model kot polinom tretje stopnje.

Model S: Vkljucite pasmo, spol, rejca, rojstno maso ugnezdeno znotraj spola in starost s
kvadratno regresijo.

Model 6: Vkljucite pasmo, spol, rojstno maso in starost. Uvedimo nove neodvisne
spremenljivke, kjer kvantitativne spremenljivke korenimo. Za kvantitativne vplive
uporabite linearno regresijo.
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Vaja: metoda najmanjsih kvadratov

o Nastavite sistem enach (matriko koeficientov in desno stran
enacbe) simboli¢no

e in z vrednostmi

L yige=u~+P~+S;+byj(xpijc —3.3) + bsi (xsijx —90) +e;jx

2. Vig =M+ P+ R+ by (xpsije — 3.3) + bs (xsi . — 90) + byss (xazije — 3-3) (xsix — 90) + €%
3. Yiju=HU+P+S;+Ry+PSi;+ RS+ €iju

4 yig=MU~+Si+R;+SR;;j+ by (xi 5 —90) + by (xi 6 — 90) + by (xix —90)° + e,

5. Yiju = M+ P+S;+ Ri+ by (xarijur — 3-3) 4 bus (xsij1 — 90) 4 buzs (xsijur — 90)° + eijug

0. i =MW+ P+S;+ by (xpijc —3.3) + b1 /Xpijk + bs (xsijk — 90) + bo sijx + €



