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Delitev statisti£nih modelov

1. Linearni : nelinearni modeli

2. Eno- oz. ve£lastnostni modeli

3. Modeli s polnim in z nepolnim rangom

4. Modeli z ozirom na ²tevilo vplivov

5. Hierarhi£ni, kriºno klasi�cirani in kombinirani modeli

6. Sistematski, naklju£ni in me²ani modeli
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2. Enolastnostni modeli

yijk = µ+ Pi + b (xijk − x̄) + eijk

• Obdelujemo vsako odvisno spremenljivko yijk posebej

• Statisti£ni modeli so lahko enaki ali razli£ni

• Ne upo²tevamo povezav med izbranimi lastnostmi

• Prednost

• manj²e ²tevilo ena£b
• dobro, kadar lastnosti niso korelirani: rtt′ = 0
• dobro, kadar ni manjkajo£ih meritev

• Slabost: kadar predpostavke ne drºijo
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2. Ve£lastnostni modeli

y1ijk = µ1 + P1i + b1 (xijk − x̄) + e1ijk

y2ijk = µ2 + P2i + bI2 (xijk − x̄) + bII2 (xijk − x̄)2 + e2ijk

cov (y1ijk, y2ijk) = σ12

• Obdelamo ve£ koreliranih lastnosti hkrati: y1ijk, y2ijk, . . . ytijk

• Upo²tevamo kovarianco σtt′ med lastnostmi

• Statisti£ni modeli za posamezne lastnosti lahko razli£ni

• Teºave pri zelo koreliranih lastnostih: rtt′ = 1 ali rtt′ = −1

• Ra£unsko zahtevnej²a
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3. Z ozirom na rang sistema ena£b

• Modeli s polnim rangom

• ²tevilo parametrov = stopinj prostosti
• sistem ena£b ima samo eno re²itev
• vsi parametri so ocenljivi
? modeli z enim sistematskim £lenom z razredi
? regresijski modeli

• Modeli z nepolnim rangom

• ²tevilo parametrov >stopinj prostosti
• sistem ena£b ima ni£ ali neskon£no mnogo re²itev
• vsi parametri so ocenljivi
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3a. Modeli z enim sistematskim vplivom z razredom

yijk = ABij + eijk i = 1, 2, . . . p; j = 1, 2, . . . q;

yijkl = ABij + aijk + eijkl

• Sistematski vpliv: samo interakcija med vplivoma Ai in Bj

yijk = ABij +eijk yijkl = ABij +aijk +eijkl
�tevilo parametrov pq pq m
�tevilo stopinj prostosti pq n-pq pq m n-pq

• �tevilo neznanih parametrov za sistematske vplive = ²tevilu stopinj prostosti

• Del sistema ena£b z naklju£nimi vplivi je polnega ranga

• m =²tevilo ºivali s podatki, dodani tudi predniki iz porekla
• izjema: genetsko identi£ni osebki (enojaj£ni dvoj£ki, klonirani organizmi)
• naklju£ni vplivi ne zmanj²ujejo stopinj prostosti za ostanek
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3a. Regresijski modeli

• Enostavna (linearna) regresija: yi = β0 + βxi + ei

• Polinomska regresija: yi = β0 + βIxi + βIIx
2
i + · · · + ei

• Kompleksne funkcije

• laktacijske krivulje

• Multipla regresija: yi = β0 + β1x1i + β2x2i + ei

• ve£ kot ena pojasnjevalna spremenljivka
• ocena mesnatosti na liniji klanja
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3a. Model z linearno regresijo

yi = β0+ βxi+ ei
�tevilo parametrov 1 1
�tevilo stopinj prostosti 1 1 n-2

• Model z linearno regresijo

• β0 - srednja vrednost (prese£i²£e v xi = 0)
• β - regresijski (smerni) koe�cient premice

• �tevilo neznanih parametrov = ²tevilu stopinj prostosti

• Parametra β0 in β sta ocenljiva in imata natanko eno re²itev

• Dodani naklju£ni del modela ne spremeni zaklju£kov
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3a. Polinomska regresija

yi = β0 + βIxi + βIIx
2
i + βIIIx

3
i + ei

yi = β0+ βIxi+ βIIx
2
i+ βIIIx

3
i ei

�tev. parametrov 1 1 1 1
�tev. stopinj prostosti 1 1 1 1 n-4

• Polinom tretje stopnje s ²tirimi neznanimi parametri

• Vse je potrebno oceniti in so ocenljivi

• Stopnjo polinoma postavljamo pogosto na osnovi slike in strokovne razlage

• S stopnjami ne pretiravamo (do vklju£no pete potence)
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3a. Stopnja polinoma

Model z visokimi potencami je neprimeren:

1. strokovna razlaga polinomov vi²je stopnje je problemati£na

2. v statististiki

(a) velja zakon skromnosti,
(b) morda polinom ni primerna funkcija

3. matematika garantira, da vi²je polinome lahko aproksimiramo z niºjimi
polinomi:

Xn ∼= α+
(
∂xn

∂x

)
x=α

(x− α) + 1
2

(
∂2xn

(∂x)2

)
x=α

(x− α)2 + · · · =

∼= γ0 + γ1x+ γ2x
2 + . . .+ γnx

k Taylorjeve vrste
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3a. Regresijski modeli - izjema

• polinom, kjer je ocena regresijskega koe�cienta b̂x = 0

• izpustimo £len z b̂x = 0
• poi²£emo ortogonalne polinome (£leni regresije so neodvisni)

• visoka korelacija med neodvisnimi spremenljivkami

• cov (x1ijk, x2ijk) ≈ 1 ali cov (x1ijk, x2ijk) ≈ −1
• odvisni spremenljivki sta skoraj isto
• vzamemo tisto, ki bolje pojasnjuje, ali
• se bolje kombinira z ostalimi
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3a. Multipla regresija

yi = β0 + β1x1i + β2x2i + β3x3i + ei

yi = β0+ β1x1i+ β2x2i+ β3x3i+ ei
�tev. parametrov 1 1 1 1
�tev. stopinj prostosti 1 1 1 1 n-4

• Tri neodvisne spremenljivke: x1i, x2i, x3i

• Pri vseh treh pri£akujemo linearno povezavo

• Vsi parametri (β0, β1, β2, β3) ocenljivi
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3a. Multipla regresija s polinomi

yi = β0 + βI1x1i + βII1x
2
1i + βIII1x

3
1i + βI2x2i + βII2x

2
2i + ei

yi = �tevilo �tevilo
parametrov stopinj prostosti

β0 1 1 dve neodvisni spremenljivki
+βI1x1i 1 1 pri prvi x1i

+βII1x2
1i 1 1 - polinom tretje stopnje

+βIII1x3
1i 1 1

+βI2x2i 1 1 pri drugi x2i

+βII2x2
2i 1 1 - polinom druge stopnje

+ei n-4
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3a. Multipla regresija

yi = β0 + β1x1i + β2x2i + β3x1ix2i + ei

yi = β0 + β1x1i + β2x2i + β12x1ix2i + ei

yi = β0+ βIx1i+ β2x2i+ β3x1ix2i ei
�tev. parametrov 1 1 1 1
�tev. stopinj prostosti 1 1 1 1 n-4

• modela sta enaka

• dve neodvisni spremenljivki x1i in x2i

• linearni £len pri vsaki spremenljivki s regresijskima koe�cientoma β1 in β2

• produkt spremenljivk z regresijskim koe�cientom β3 ali β12
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3a. Ugnezdena regresija

yij = βi + β1ix1ij + β2ix2ij + β12ix1ijx2ij + eij i = 1, 2, 3, 4;
j = 1, 2, . . . ni

yij = βi+ βIix1ij+ β2ix2ij+ β12ix1ijx2ij eij
�tev. parametrov 4 4 4 4
�tev. stopinj prostosti 4 4 4 4

∑
ni-16

• dve neodvisni spremenljivki x1ij in x2ij

• regresija je ugnezdena znotraj sistematskega vpliva βi

• v modelu je 12 regresijskih koe�cientov

• sistem je polnega ranga, ima eno re²itev
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3b. Ugnezdena regresija

yij = µ+ βi + β1ix1ij + β2ix2ij + β12ix1ijx2ij + eij i = 1, 2, 3, 4;
j = 1, 2, . . . ni

yij = µ+ βi+ βIix1ij+ β2ix2ij+ β12ix1ijx2ij eij
�tev. parametrov 1 4 4 4 4
�tev. stopinj prostosti 1 4-1 4 4 4

∑
ni-16

• dve neodvisni spremenljivki x1ij in x2ij

• v modelu imamo tudi srednjo vrednost µ

• regresija je ugnezdena znotraj sistematskega vpliva βi

• v modelu je 12 regresijskih koe�cientov

• sistem ni polnega ranga, ima ni£ ali neskon£no mnogo re²itev
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3b. Modeli z nepolnim rangom

• Ve£ parametrov kot stopinj prostosti

• Kadarkoli sta dva sistematska vpliva ali en sistematski vpliv in srednja vrednost

yij = µ+Ai + eij i = 1, 2 j = 1, 2, . . . ni

• Modelu odgovarja naslednji sistem ena£b

10µ +4A1 +6A2 = 114 n =?
4µ +4A1 +0 = 48 n1 =?
6µ +0 +6A2 = 66 n2 =?

• Sistem ena£b ima linearno odvisne ena£be

• Prva vrstica je vsota drugih dveh
• Zadnja vrstica je razlika med drugo in prvo

• Poiskati moramo sistem ena£b, kjer ni odvisnosti
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3b. Re²evanje sistema ena£b z nepolnim rangom

A1 = 1
4 (48− 4µ)

A2 = 1
6 (66− 6µ)

10µ = [114− (48− 4µ)− (66− 6µ)]=⇒0 = 0

• Zadnja ena£ba ni uporabna

• Re²itve dobimo, £e si "izmislimo" oceno za µ

• Restrikcija = izbira vrednosti za "manjkajo£e" parametre

µ 0 10 20 · · · re²itve si niso
A1 12 2 -8 · · · na videz prav ni£
A2 11 1 -9 · · · podobne, a

A1 −A2 1 1 1 · · · so ocenljive linearne
µ+A1 12 12 12 · · · kombinacije enake
µ+A2 11 11 11 · · · pri vseh re²itvah
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3b. Reparametrizacija

• Preureditev ena£b v sistem s polnim rangom

• �rtamo prvo vrstico in prvi stolpec

10µ +4A1 +6A2 = 114 µ = 0
4µ +4A1 +0 = 48 =⇒
6µ +0 +6A2 = 66

/ / / /

/ +4A1 +0 = 48
/ +0 +6A2 = 66

• Lahko £rtamo tudi zadnjo vrstico in zadnji stolpec

10µ +4A1 +6A2 = 114
4µ +4A1 +0 = 48 =⇒
6µ +0 +6A2 = 66 A2 = 0

10µ +4A1 / 114
4µ +4A1 / = 48
/ / / /
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3. Povzetek - rang sistema

• Modeli s polnim rangom - en niz re²itev

• Modeli z nepolnim rangom - mnogo nizov re²itev, ocenljive linearne funkcije
iste

• Reparametrizacija - modele z nepolnim rangom pretvorimo v model s polnim
rangom z novimi parametri

• Restrikcija - izberemo vrednosti za neocenljive parametre ali si izberemo
dodatne ena£be
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4. Z ozirom na strukturo podatkov

• Hierarhi£ni modeli

• samo ugnezdeni vplivi
• vklju£eni indeksi "nadrejenih" vplivov

• Kriºno klasi�cirani modeli

• samo kriºno klasi�cirani vplivi
• indeksi razli£ni

• Kombinirani modeli

• vklju£ujejo kriºno klasi�cirane in ugnezdene vplive
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4a. Hierarhi£ni modeli
Vpliv Pasma

1
Pasma
2

Pasma
3

Krma 1 n11

Krma 2 n21

Krma 3 n32

Krma 4 n42

Krma 5 n53

Krma 6 n63

yijk = µ+ Pi +Kij + eijk i = 1, 2, 3; j = 1, 2, . . . 6; k = 1, 2, . . . nij

• Krma (vpliv z ve£ nivoji) je ugnezdena znotraj pasme (vpliva z manj nivoji)

• Nobene krme ne pokladamo dvema pasmama

• Vsaki pasmi pokladamo "speci�£ne" krme
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• Iz poskusa nikakor ne moremo razbrati, kako ena od pasem izkori²£a krme,
pokladane drugima pasmama
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4a. Gra�£ni prikaz hierarhi£nega modela

p
p
p
:
p

2131
2132
2133

21310

p
p
p
:
p

2121
2122
2123

21210

p
p
p
:
p

2111
2112
2113

21110

M1 M2 M5...

S11
S12

S S1413
S15

S16
S17

S21
S22

S23 S24
S25

S26
S27... S51

S52
S S5453

S55
S56

S57

g       g        g111      112      113 g       g        g211      212      213 g       g        g511      512      513

g       g        g571      572      573

p
p
p
:
p

1111
1112
1113

11110

p
p
p
:
p

1131
1132
1133

11310

p
p
p
:
p

1121
1122
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11210

p
p
p
:
p

5131
5132
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51310

p
p
p
:
p

5121
5122
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51210

p
p
p
:
p

5111
5112
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51110

p
p
p
:
p

5731
5732
5733

57310

p
p
p
:
p

5721
5722
5723

57210

p
p
p
:
p

5711
5712
5713

57110

yijklm = µ+Mi + Sij + gijk + pijkl + eijklm

i = 1, 2, . . . 5 j = 1, 2, . . . 7 k = 1, 2, 3 l = 1, 2, . . . 10

• Merjasec je parjen vedno s sedmimi samicami, vsaka samica ima v poskusu tri
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gnezda, iz vsakega gnezda so v poskus vklju£ili 10 pujskov

• Koliko pujskov je v poskusu? 1050
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4b. Kriºno klasi�cirani modeli

Vpliv Pasma 1 Pasma 2 Pasma 3

Krma 1 n11 n21 n31

Krma 2 n12 n22 n32

Krma 3 n13 n23 n33

Krma 4 n14 n24 n34

Krma 5 n15 n25 n35

Krma 6 n16 n26 n36

yijk = µ+ Pi +Kj + eijk i = 1, 2, 3 j = 1, 2, . . . 6 k = 1, 2, . . . nij

• Pasmam smo krmili vse razpoloºljive krme

• Model je lahko enostaven, lahko pa vklju£uje tudi interakcijo

yijk = µ+ Pi +Kj + PKij + eijki = 1, 2, 3j = 1, 2, . . . 6k = 1, 2, . . . nij
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4b. Manjkajo£e celice pri KK modelu

Vpliv Pasma
1

Pasma
2

Pasma
3

Krma 1 n11 n12 n13

Krma 2 n21 0 n23

Krma 3 0 n32 n33

Krma 4 n41 n42 n43

Krma 5 n51 n52 0
Krma 6 n61 n62 0

• Modela sta enaka kot v prej²nem primeru

• Vpliva sta kriºno klasi�cirana, £eprav niso vse celice zasedene

• Paziti moramo pri postavljanju ocenljivih hipotez

• Presojo zna£ilnosti vplivov delamo z vsoto kvadratov tipa IV
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4b. �tevilo ocenljivih parametrov
Farma Pasma B1 Pasma B2 Pasma B3

A1 Y111, Y112 Y121, Y122 Y131

A2 Y211, Y212 Y221, Y222

yijk = µ+Ai +Bj +ABij + eijk i = 1, 2 j = 1, 2, 3 k = 1, . . . nij

• parametri: µ, A1, A2, B1, B2, B3, AB11, AB12, AB13, AB21, AB22

• celica AB23 nima podatkov, zato je ne moremo oceniti

• meritev 9, zahtevano 12 parametrov - prerazko²ni model

• ocenimo lahko samo 5 parametrov (²tevilo zasedenih celic)

• povpre£je najmanj²ih celic je vedno ocenljivo, zato sta moºna tudi modela

yij = µi + eij i = 1, 2, . . . 5 j = 1, . . . ni
yijk = ABij + eijk i = 1, 2 j = 1, 2, 3 k = 1, . . . nij
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4c. Kombinirani modeli

• V ºivinoreji pogosti

• Kriºno klasi�cirani in ugnezdeni vplivi

• Preveritev statisti£nega modela in izpisa

• statisti£ni paketi izlu²£ijo strukturo iz podatkov sami
• strukturo moramo poznati zaradi interpretacije
• stopinje prostosti in pojavljanje vrednosti 0 pri ocenah
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5. Z ozirom na naravo parametrov

• Modeli s sistematskimi vplivi (�xed model)

yijk = µ+ Pi + b (xijk − x̄) + eijk

• Modeli z naklju£nimi vplivi (random model)

yijk = µ+ ui + vj + (uv)ij + eijk

• Me²ani modeli (mixed model)

yijk = µ+ Pi + b (xijk − x̄) + aij + eijk
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6. Z ozirom na ²tevilo vplivov

Model �tevilo �tevilo stopinj
parametrov (p) prostosti (s)

yij = µ+ αi + eij i = 1, 2, . . . pα 1 + pα 1 + (pα − 1)
enorazseºni j = 1, 2, . . . ni

yijk = µ+ αi + βj + eijk i = 1, 2, . . . pα 1 + pα + pβ 1 + (pα − 1) +
dvorazseºni j = 1, 2, . . . pβ + (pβ − 1)

brez interakcije k = 1, 2, . . . nij
yijk = µ+ αi + βj + αβij + eijk i = 1, 2, . . . pα 1 + pα + pβ + pαβ 1 + (pα − 1) +

dvorazseºni j = 1, 2, . . . pβ + (pβ − 1) +
z interakcijo k = 1, 2, . . . nij (pα − 1) (pβ − 1)

• Razdelitev ni pomembna pri uporabi statisti£nih formul

• Omenjene statisti£ne modele bi lahko obdelali tudi ro£no



Biometrija 2010/11 31

Kompleksni modeli

• Preproste modele sre£amo

• v skrbno na£rtovanih poskusih s kontroliranimi pogoji
• v u£nem procesu, za ro£no ra£unanje
• prikazovanje formul v skalarni algebri

• Za podatke iz prireje so modeli praviloma bolj sestavljeni

• obvezna uporaba statisti£nih paketov
• matri£na algebra

• Obravnavali smo linearne modele



Biometrija 2010/11 32

Pogojno linearni modeli

• izhodi²£ni model ni linearen

• obstaja transformacija, da postane model linearen
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Inverzni model

yi = (β0 + β1x1i + β2x2i + β3x3i + ei)
−1

• Je model linearen?

∂yi
∂β0

=
∂[(β0+β1x1i+β2x2i+β3x3i+ei)

−1]
∂β0

• Model ni linearen, ker prvi parcialni odvodi vsebijejo parametre

• Transformirajmo odvisno spremenljivko (inverzna vrednost y−1
i )

y∗i = 1
yi

= β0 + β1x1i + β2x2i + ei
∂y∗i
∂β0

= 1 ∂y∗i
∂β1

= x1i
∂y∗i
∂β2

= x2i

• Prvi parcialni odvodi brez parametrov

• Po transformaciji je model linearen



Biometrija 2010/11 34

Logit-model z napako v eksponentu

yi =
1

1 + exp {β0 + β1x1i + β2x2i + ei}

• ei predstavlja napako v eksponentu

• Model je nelinearen

• Poskusimo poiskati transformacijo

1
yi
− 1 = eβ0+β1x1i+β2x2i+ei

ln

(
1
yi
− 1
)

︸ ︷︷ ︸ = β0 + β1x1i + β2x2i + ei

logit
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• Transformacija uspela, model pogojno linearen
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Logit model z ostankom izven eksponenta

�e je napaka izven eksponenta, pri transformaciji dobimo njen logaritem.

yi =
1

1 + exp {β0 + β1x1i + β2x2i} ∗ ei

ln

(
1− yi
yi

)
︸ ︷︷ ︸ = β0 + β1x1i + β2x2i+ ln ei︸︷︷︸
logit novi ostanek
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Primer: dnevni prirast rasto£ih ºivali

x̄ 300 500 900

σ 30 50 100
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Log-transformacije

yi = αxγi ∗ ei

Log-transformirani model (??) je v na²em primeru linearen, saj v prvih odvodih
ni ve£ parametrov. Logaritem spremenljivke xi je le transfomacija neodvisne

spremenljivke, ki smo jo ob izvedbi poskusa izmerili. Oceniti ºelimo parametra α
in γ.

ln (yi) = α+ γln (xi) + ei

∂ (ln(yi))
∂α

= 1

∂ (ln(yi))
∂γ

= ln (xi)
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Za izbor transformacije poznamo metode, s katerimi lahko izberemo najbolj
primerno, vendar se na to podro£je ne bomo podajali. Logaritemska

transformacija je najmo£nej²a in o njej razmi²ljamo, kadar so vrednosti
posameznih opazovanj zelo razli£ne (najmanj desetkratne). Pri ve£jih vrednostih

je tudi ve£ja napaka oz. ostanek. Pomagamo si lahko tudi z grafom.
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(Pogojno) nelinearni modeli

• Prvi parcialni odvodi vsebujejo parametre

• Ni primerne transformacije

• Proizvodne funkcije

• rast
• v reprodukcijskem ciklusu
• v ºivljenjski dobi ...
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Rastne krivulje

yi =
∑

ai (1 + tanh (bi (t− d1)))

yi = A
(
1−Be−kti

)−1︸ ︷︷ ︸ +ei
η (β)

kjer pomeni:
yi - opazovanje
ti - £as, starost i = 1, 2, ..., n
B - masa ob rojstvu
A - odrasla velikost
k - parameter, ki je povezan z ukrivljenostjo
ei - ostanek
e - ... konstanta
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Parametri v modelu: (A, B, k) = β

∂yi
∂A

=
(
1−Be−kti

)−1

∂yi
∂B

= A
e−kti

(1−Be−kti)2

∂yi
∂k

= AB
e−kti

(1−Be−kti)2

Model je nelinearen, ker v prvih odvodih ostajajo parametri. Model ima nekatere
parametre, ki so bolj linearni od drugih. Parameter A se pojavlja v odvodih
redkeje in v bolj enostavnih izrazih kot drugi parametri. Tako je parameter A

laºje oceniti. V odvodih pa sta ostala tudi druga dva parametra B in k.
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Nelinearne modele re²ujemo iterativno tudi v primeru, £e uporabimo metodo
najmanj²ih kvadratov ali metodo najve£je zanesljivosti.
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Pseudo-linearni model (linearna aproksimacija)

yi = η (β1, β2, β3, ...) + ei

Pri teh modelih nelinearno ena£bo nadomestimo z linearnim modelom. Model ni
£isto pravi, vendar na opazovanem intervalu ne bomo dobili pomembnih

odstopanj. Nelinearni krivulji se bomo pribliºali s polinomom ali kak²no drugo
funkcijo. Morda bomo pred tem preoblikovali, transformirali neodvisno

spremenljivko. Pri tem pa je pomembno, da je model, s katerim posku²amo
opisati pravo funkcijo, linearen.
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Laktacijske krivulje

Obstaja tudi moºnost sestavljanja razli£nih funkcij na razli£nih intervalih. Pri
rastni krivulji bi na za£etku rasti uporabili polinom druge stopnje s pozitivnim
regresijskim koe�cientom pri kvadratnem £lenu. V £asu najve£je rasti zadostuje
linearna regresija. Ko pa se ºivali pribliºujejo odrasli velikosti, pa hitrost rasti
pojenja. Na tem intervalu je ponovno primernej²i polinom druge stopnje,

regresijski koe�cient pri kvadratnem £lenu pa bo negativen.
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Ekvivalentni modeli

• Razli£ice modela, ki enakovredno opisujejo podatke

• preoblikovanje zaradi interpretacije ali
• numeri£ne stabilnosti

• Pogoji:

• isto ²tevilo ocenljivih parametrov
• nastopajo isti vplivi
• £rtamo lahko "nadrejene" vplive

• Reparametrizacija
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Reparametrizacija - primer

yijk = µ+Ai +Bj +ABij + eijk

yijk = µ+Ai +ABij + eijk

yijk = µ+Ai +Bij + eijk

yijk = µ+ABij + eijk

yijk = ABij + eijk

yijk = µ+Ai +Bj + bi (xijk − x) + eijk

yijk = µ+Ai +Bj +ABij + bi (xijk − x) + eijk

yijk = µ+Ai +ABij + bi (xijk − x) + eijk

yijk = µ+Ai +Bij + bi (xijk − x) + eijk

yijk = µ+ABij + bi (xijk − x) + eijk

yijk = ABij + bi (xijk − x) + eijk

yijk = µ+Ai +Bj + bi (xijk − x) + eijk


