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3. Modeli s polnim in z nepolnim rangom

4. Modeli z ozirom na Stevilo vplivov

5. Hierarhi¢ni, krizno klasificirani in kombinirani modeli

6. Sistematski, naklju¢ni in mesani modeli
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?. Enolastnostni modeli

Yijk = b+ Py + 0 (256 — T) + €45k
e Obdelujemo vsako odvisno spremenljivko ;1 posebe]
o Statisti¢ni modeli so lahko enaki ali razli¢ni

e Ne upostevamo povezav med izbranimi lastnostmi

e Prednost

e manjse Stevilo enacb
o dobro, kadar lastnosti niso korelirani: ry4 = 0
o dobro, kadar ni manjkajocih meritev

o Slabost: kadar predpostavke ne drzijo



Biometrija 2010/11

2. Veclastnostni modeli
Y1ijk = 1+ P+ b1 (i — &) + €14k
Y2iik = to + Poj + bro (55 — &) + brro (%45 — 7)° + €2i ik

Cov (ylijka y2z‘jk) = 012

e Obdelamo vet koreliranih lastnosti hkrati: Y155k, Y2ijk, - - - Ytijk
o Upostevamo kovarianco g med lastnostmi

o Statisticni modeli za posamezne lastnosti lahko razli¢ni

o Tezave pri zelo koreliranih lastnostih: ry = 1 ali ryp = —1

o Racunsko zahtevnejsa



Biometrija 2010/11

3. Z ozirom na rang sistema enacb

e Modeli s polnim rangom

o Stevilo parametrov = stopinj prostosti
e sistem enac¢b ima samo eno resitev
e vsi parametri so ocenljivi
x modeli z enim sistematskim ¢lenom z razreds

* regresijski modeli

e Modeli z nepolnim rangom

e Stevilo parametrov >stopinj prostosti
e sistem enacb ima ni¢ ali neskonéno mnogo resitev

e vsi parametri so ocenljivi
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3a. Modeli z enim sistematskim vplivom z razredom
Yijk = ADB;; + €k 1=1,2,...p; 1=1,2,...q;
Yiiki = ABjj + aijk + €ijki

e Sistematski vpliv: samo interakcija med vplivoma A; in B;

Yijk = ABij teijr | Yijki = ABij  taijr teijk
Stevilo parametrov ofe ofe m
Stevilo stopinj prostosti ofe n-pg ofe m n-pq

e Stevilo neznanih parametrov za sistematske vplive = Stevilu stopinj prostosti

o Del sistema enacb z nakljucnimi vplivi je polnega ranga

o m =stevilo zivali s podatki, dodani tudi predniki iz porekla
e izjema: genetsko identi¢ni osebki (enojajéni dvojcki, klonirani organizmi)
e naklju¢ni vplivi ne zmanjsujejo stopinj prostosti za ostanek
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3a. Regresijski modeli

e Enostavna (linearna) regresija: y; = By + Bx; + e;

o Polinomska regresija: y; = Bo + Brz; + ﬂnxf + -+ e

o Kompleksne funkcije

o laktacijske krivulje

o I\/Iultipla regresija: Y; = 60 -+ 6121317; + 6251322' + €;

o veC kot ena pojasnjevalna spremenljivka
e ocena mesnatosti na liniji klanja
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3a. Model z linearno regresijo

Yi = Bot+ Bait | e
Stevilo parametrov 1 1
Stevilo stopinj prostosti 1 1 n-2

o Model z linearno regresijo

o (g - srednja vrednost (presecisce v x; = 0)
o [3 - regresijski (smerni) koeficient premice

o Stevilo neznanih parametrov = Stevilu stopinj prostosti
e Parametra By in 3 sta ocenljiva in imata natanko eno resitev

e Dodani naklju¢ni del modela ne spremeni zakljuckov
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3a. Polinomska regresija

v; = Bo + Brx; + Brrx? + Brirxs + e;

Yi = Go+ Brxi+ Brzi+ Brx; e
Stev. parametrov 1 1 1 1
Stev. stopinj prostosti 1 1 1 1 n-4

o Polinom tretje stopnje s Stirimi neznanimi parametri

e Vse je potrebno oceniti in so ocenljivi

e Stopnjo polinoma postavljamo pogosto na osnovi slike in strokovne razlage

e S stopnjami ne pretiravamo (do vkljuéno pete potence)
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3a. Stopnja polinoma

Model z visokimi potencami je neprimeren:

1. strokovna razlaga polinomov vigje stopnje je problemati¢na

2. v statististiki

(a) velja zakon skromnosti,
(b) morda polinom ni primerna funkcija

3. matematika garantira, da visje polinome lahko aproksimiramo z nizjimi
polinomi:

Xr=a+ (%) (@-a)+3(2%) (@-a)f+ =

= v+ 712 + 72:132 + ...+ fynxk Taylorjeve vrste

=
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3a. Regresijski modeli - izjema

e polinom, kjer je ocena regresijskega koeficienta by =0

e izpustimo ¢len z b, = 0
e poisemo ortogonalne polinome (&leni regresije so neodvisni)

e visoka korelacija med neodvisnimi spremenljivkami

o cOU (T14jk, T2ijk) = 1 ali cov (X1, T2ijk) = —1
e odvisni spremenljivki sta skoraj isto

e vzamemo tisto, ki bolje pojasnjuje, ali

e se bolje kombinira z ostalimi
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3a. Multipla regresija

yi = Bo + Bix1; + Paxo; + P3xs3; + €4

Yi = Bo+ firxiit+ DBoweit+ O3rsit e
Stev. parametrov 1 1 1 1
Stev. stopinj prostosti 1 1 1 1 n-4

o [ri neodvisne spremenljivke: x1;, To;, T3

o Pri vseh treh pricakujemo linearno povezavo

o Vsi parametri (Bg, (1, B2, (3) ocenljivi
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3a. Multipla regresija s polinomi

y; = Bo + Brixii + 511133%7; + ﬁnnw?i + Braxo; + 51123332- + €;

Yi = Stevilo Stevilo
parametrov  stopinj prostosti
Bo 1 1 dve neodvisni spremenljivki

+0r171; 1 1 pri prvi 1;

+511133%2- 1 1 - polinom tretje stopnje
+Br11175; 1 1

+Br222; 1 1 pri drugi x9;

+ 011273, 1 1 - polinom druge stopnje

+€; n-4
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3a. Multipla regresija
yi = Bo + B121; + Boxo; + B3x1:22; + €;

yi = Po + B121i + Boxo; + B1271:T2i + €;

Yi = Bo+ Prrit Pexgit+  O3w1m2 €
Stev. parametrov 1 1 1 1
Stev. stopinj prostosti 1 1 1 1 n-4

e modela sta enaka

o dve neodvisni spremenljivki x1; in T9;
o linearni ¢len pri vsaki spremenljivki s regresijskima koeficientoma 31 in Gy
o produkt spremenljivk z regresijskim koeticientom 33 ali 312



Biometrija 2010/11 14

3a. Ugnezdena regresija

Yij = @' =+ 51&1317;3' + ﬂ%@ij + 512i$1z'j£1327;j + €4 1 =1, 2, 3, 4;
j — 1, 2, 17
Yij = Bi+  Briviij+ B2+ B12iT1iT2i; €;j
Stev. parametrov 4 L 4 A
Stev. stopinj prostosti 4 4 4 4 > n;-16

e dve neodvisni spremenljivki 1,5 in T2;;

e regresija je ugnezdena znotraj sistematskega vpliva [3;

e v modelu je 12 regresijskih koeficientov

e sistem je polnega ranga, ima eno resitev
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3b. Ugnezdena regresija

Yij = b+ Bi + Briz1ij + B2iT2i5 + B12iT1iT2i5 + €4 1 =1, 2, 3, 4
j = 1, 2, 17
Yij = p+ Bit PBriviiit Poireiit+ P12iT1i%2i4 €4
Stev. parametrov 1 4 4 4 4
Stev. stopinj prostosti 1 4-1 4 4 4 > -1

e dve neodvisni spremenljivki x1;; in x2;;

e v modelu imamo tudi srednjo vrednost

e regresija je ugnezdena znotraj sistematskega vpliva 3;
o v modelu je 12 regresijskih koeficientov

e sistem ni polnega ranga, ima ni¢ ali neskon¢no mnogo resitev



Biometrija 2010/11 16

3b. Modeli z nepolnim rangom

e VeC parametrov kot stopinj prostosti

o Kadarkoli sta dva sistematska vpliva ali en sistematski vpliv in srednja vrednost
Yij = b+ A; + e 1 =1, 2 j=1,2,...n

e Modelu odgovarja naslednji sistem enacb

4 +4A; +0 = 48 ny =7

e Sistem enacb ima linearno odvisne enacbe

e Prva vrstica je vsota drugih dveh
e Zadnja vrstica je razlika med drugo in prvo

o Poiskati moramo sistem enacb, kjer ni odvisnosti
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3b. Resevanje sistema enacb z nepolnim rangom
Ay = i (48 — 4p)
Ay = % (66 — 6p)
10 = [114 — (48 — 4p) — (66 — 6p)|=—0 =10

e Zadnja enacba ni uporabna
e Resitve dobimo, ¢e si "izmislimo" oceno za u

e Restrikcija = izbira vrednosti za "manjkajoce" parametre

L 0 10 20 --- reSitve si niso

Aq 12 2 -8 .-+ navidez prav ni¢

Ao 11 1 -9 ... podobne, a
Aj—Ay 1 1 1 --- soocenljive linearne
w—+ Ay 12 12 12 --- kombinacije enake

uw—+ A, 11 11 11 .-+ privseh resitvah




Biometrija 2010/11

18

3b. Reparametrizacija

o Preureditev enacb v sistem s polnim rangom

e Crtamo prvo vrstico in prvi stolpec

4 +4A; +0 = 48 — / +4A; 40 = 48
6 +0 +6A42 = 66 /  +0 +6A45 = 66

o Lahko ¢rtamo tudi zadnjo vrstico in zadnji stolpec

4 +4A; +0 = 48 — 4 +4A; |/ = 48
6p +0  +64, = 66 Ay =0 / / /
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3. Povzetek - rang sistema

Modeli s polnim rangom - en niz resitev

Modeli z nepolnim rangom - mnogo nizov resitev, ocenljive linearne funkcije
Iste

Reparametrizacija - modele z nepolnim rangom pretvorimo v model s polnim
rangom z novimi parametri

Restrikcija - izberemo vrednosti za neocenljive parametre ali si izberemo
dodatne enacbhe



Biometrija 2010/11

20

4. / ozirom na strukturo podatkov

e Hierarhi¢ni model;

e samo ugnezdeni vplivi
o vkljuceni indeksi "nadrejenih!" vplivov

e Krizno klasificirani model;

e samo krizno klasiticirani vplivi
o indeksi razli¢ni

e Kombinirani modeli

e vkljutujejo krizno klasificirane in ugnezdene vplive
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4a. Hierarhi¢ni modeli

Vpliv Pasma | Pasma | Pasma

| 2 3

Krma 1 ni11

Krma 2 21

Krma 3 132
Krma 4 N4
Krma 5 753
Krma 6 ne3

ywk:,u—l—Pz—l—Kw—Fewk i:1,2,3; ]:1, 2,...6; kzl, 2,...712']'

e Krma (vpliv z ve¢ nivoji) je ugnezdena znotraj pasme (vpliva z manj nivoji)
o Nobene krme ne pokladamo dvema pasmama

o Vsaki pasmi pokladamo "specifi¢cne" krme
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o |z poskusa nikakor ne moremo razbrati, kako ena od pasem izkoris¢a krme,
pokladane drugima pasmama
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4a. Grafi¢ni prikaz hierarhi¢nega modela

[
Sz S22
]
g g g
1\11 112 2 113 giﬁ 9 212 9 213 P5712 |Ps721
\ \ A \ P5713 |P5722 |Py7s
:;1111 b gzm 5 P5111 o : Ps723 |Ps732
iz [o121 2112 | Patan Ps5112 L5121 Ps7110| P5733
!01113 I01122 Pi131 |.°2113 2122 (P34 !’5113 5122 |P5134 P57210/:
: 1123 [Py430 | |* P2123 |Ryq3, ' Ps123 P13z 57310
P 110 p !01133 P21110 p P33 Ps1110]|" |_°5133
11210[: 21210|: P51210]:
Pi1310 P1310 1310

Yijkim = W+ M; + Sij + Gijk + Dijki + €ijkim
i=1,2,...5 §=1,2,...7 k=1,2,3 1=1,2,...10

o Merjasec je parjen vedno s sedmimi samicami, vsaka samica ima v poskusu tri
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gnezda, iz vsakega gnezda so v poskus vkljucili 10 pujskov

o Koliko pujskov je v poskusu? 1050
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4b. Krizno klasificirani model;

Vpliv Pasma 1 | Pasma 2 | Pasma 3
Krma 1 ni1 n21 n31
Krma 2 ni12 929 32
Krma 3 n13 123 733
Krma 4 Nn14 N24 134
Krma 5 n15 1925 135
Krma 6 n16 126 M 36

e Pasmam smo krmili vse razpolozljive krme

o Model je lahko enostaven, lahko pa vkljucuje tudi interakcijo

yzgk:M+Pz+K3+PK23+emk7/:17273]:17 2, 6k=1, 2, e Mg
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4b. Manjkajoce celice pri KK modelu

Vpliv Pasma | Pasma | Pasma
1 2 3
Krma 1 n11 n12 13
Krma 2 n21 0 123
Krma 3 0 7392 733
Krma 4 n41 142 143
Krma b 751 1592 0
Krma 6 161 162 0

o Modela sta enaka kot v prejSnem primeru
e Vpliva sta krizno klasificirana, ¢eprav niso vse celice zasedene
e Paziti moramo pri postavljanju ocenljivih hipotez

e Presojo znacilnosti vplivov delamo z vsoto kvadratov tipa IV
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4b. Stevilo ocenljivih parametrov

Farma || Pasma By | Pasma By | Pasma Bj
Ay || Y11, Y112 | Yio1, Yioo Yi31
Ao || Yai11, Yoi2 | Yao1, Yooo

Yijk = b+ A; + Bj + AB;j + €5k

° parametri: M, Al, AQ, Bl, Bz, Bg, ABll, ABlg, ABlg, ABQl, ABQQ

221,2 ]:1,2,3 /c:l,nm

o celica ABs3 nima podatkov, zato je ne moremo oceniti

e meritev 9, zahtevano 12 parametrov - prerazkosni model

e ocenimo lahko samo 5 parametrov (Stevilo zasedenih celic)

e povprecje najmanjsih celic je vedno ocenljivo, zato sta mozna tudi modela

Yij = Hi T €ij

Yijk = ABij + eijk
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4c. Kombinirani modeli

e V Zivinoreji pogosti

o Krizno klasificirani in ugnezdeni vplivi

o Preveritev statisticnega modela in izpisa

o statisti¢ni paketi izludcijo strukturo iz podatkov sami
e strukturo moramo poznati zaradi interpretacije
e stopinje prostosti in pojavljanje vrednosti O pri ocenah
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5. Z ozirom na naravo parametrov

o Modeli s sistematskimi vplivi (fixed model)

Yiik = b+ P + b (i — ) + €ijk

e Modeli z nakljuénimi vplivi (random model)

Yijk = K+ Ui + V5 + (Uv)ij T Eijk

o Mesani modeli (mixed model)

Yijk = b+ P + b (zij — &) + aij + €4k
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6. Z ozirom na Stevilo vplivov

Model Stevilo
parametrov (p)
Yij = W+ o + € 1=1,2, ... p, 1 + p,
enorazsezni 17=1,2,...n4
Yijk = b+ o + 0 + €45k v=1,2, ... pa 1 + pa + g
dvorazsezni J=1,2,...ps
brez interakcije k=1,2,...n
Yijk = b+ o+ 0 +abyy+egjr | ©=1,2, ... pa | 1 + Do+ Ps+ Dap
dvorazsezni 7=1,2,...pg3
z interakcijo E=1,2,...n

o Razdelitev ni pomembna pri uporabi statisti¢nih formul

e Omenjene statisti¢ne modele bi lahko obdelali tudi ro¢no
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Kompleksni modeli

o Preproste modele sre¢amo

e v skrbno nacrtovanih poskusih s kontroliranimi pogoji
e v ucnem procesu, za rocno racunanje
e prikazovanje formul v skalarni algebri

e /a podatke iz prireje so modeli praviloma bolj sestavljeni

e obvezna uporaba statisti¢nih paketov
e matri¢na algebra

e Obravnavali smo linearne modele
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Pogojno linearni model

e izhodig¢ni model ni linearen

e obstaja transformacija, da postane model linearen
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Inverzni model

yi = (Bo + Brx1i + Paze; + PBaxs; + ei)_l

e Je model linearen?

dy; 0] (Bo+B171i+B2mai+B3z3+e;) ]
9By 950

o Model ni linearen, ker prvi parcialni odvodi vsebijejo parametre

e Transformirajmo odvisno spremenljivko (inverzna vrednost yz_l)

Y = y% = Bo + frx1i + Poxo; + €;

oy oyi _ .
980 53, — Yli

e Prvi parcialni odvodi brez parametrov

e Po transformaciji je model linearen
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Logit-model z napako v eksponentu

1
1+ exrp {60 + G114 + Paxo; + Bi}

Yi
e ¢; predstavlja napako v eksponentu

o Model je nelinearen

o Poskusimo poiskati transformacijo

i _ 1 = PotbPiziitBeraite;

Yi

1
In (f - 1) = Po + P121i + Powai + €

Yi

W
logit
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o Transformacija uspela, model pogojno linearen
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Logit model z ostankom izven eksponenta

Ce je napaka izven eksponenta, pri transformaciji dobimo njen logaritem.

1
 1+exp {Bo + Brx1; + Boxai} x e;

Yi

1 —y;
In < 4 ) = Bo + B1x1; + oo+ Ine;

l0tqrit novi ostanek
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Primer: dnevni prirast rastocih zivali

T 300

500

900

50

100
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Log-transformacije

8

Yi = ax; * €5

Log-transformirani model (?7) je v nasem primeru linearen, saj v prvih odvodih
ni ve¢ parametrov. Logaritem spremenljivke x; je le transfomacija neodvisne
spremenljivke, ki smo jo ob izvedbi poskusa izmerili. Oceniti Zelimo parametra o

In .

In(y;) = a+~vin (x;) + ¢

0 (Iny:)
o 1
0 (In(y;)) = In (z;)

0y
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/a izbor transformacije poznamo metode, s katerimi lahko izberemo najbol]
primerno, vendar se na to podro¢je ne bomo podajali. Logaritemska
transformacija je najmocnejsa in o njej razmisljamo, kadar so vrednosti
posameznih opazovanj zelo razlicne (najmanj desetkratne). Pri ve&jih vrednostih
je tudi ve¢ja napaka oz. ostanek. Pomagamo si lahko tudi z grafom.
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(Pogojno) nelinearni model;

e Prvi parcialni odvodi vsebujejo parametre

e Ni primerne transformacije

e Proizvodne funkcije

e rast
o v reprodukcijskem ciklusu
o v zivljenjski dobi ...
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Yi

>~ g s

Rastne krivulje

yi = » a;(1+tanh (b; (t — dy)))

Y; — i‘l (1 — Be_kti)_i +e;
n(8)

kjer pomeni:
opazovanje
cas, starost
masa ob rojstvu
odrasla velikost
parameter, ki je povezan z ukrivljenostjo
ostanek
... konstanta
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Parametri v modelu: (A, B, k) =0

Wi (1 Bet)
. —kt;
0Y; 4 e

OB (1 — Be—Fkti)*

. —kt;
oy; AR e

Ok (1— Be‘”‘“ﬁi)2

Model je nelinearen, ker v prvih odvodih ostajajo parametri. Model ima nekatere
parametre, ki so bolj linearni od drugih. Parameter A se pojavlja v odvodih
redkeje in v bolj enostavnih izrazih kot drugi parametri. Tako je parameter A

laZje oceniti. V odvodih pa sta ostala tudi druga dva parametra B in k.
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Nelinearne modele resujemo iterativno tudi v primeru, ¢e uporabimo metodo
najmanjsih kvadratov ali metodo najvedje zanesljivosti.
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Pseudo-linearni model (linearna aproksimacija)

Yi =1 (517627 637 ) + €;

Pri teh modelih nelinearno ena¢bo nadomestimo z linearnim modelom. Model ni
¢isto pravi, vendar na opazovanem intervalu ne bomo dobili pomembnih
odstopanj. Nelinearni krivulji se bomo priblizali s polinomom ali kaksno drugo
funkcijo. Morda bomo pred tem preoblikovali, transformirali neodvisno
spremenljivko. Pri tem pa je pomembno, da je model, s katerim poskusamo
opisati pravo funkcijo, linearen.
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Laktacijske krivulje

Obstaja tudi moznost sestavljanja razli¢nih funkcij na razli¢nih intervalih. Pri
rastni krivulji bi na zacetku rasti uporabili polinom druge stopnje s pozitivnim
regresijskim koeficientom pri kvadratnem ¢lenu. V ¢asu najvecje rasti zadostuje
linearna regresija. Ko pa se zivali priblizujejo odrasli velikosti, pa hitrost rasti
pojenja. Na tem intervalu je ponovno primernejsi polinom druge stopnje,
regresijski koeficient pri kvadratnem ¢lenu pa bo negativen.
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Ekvivalentni modeli

o Razlicice modela, ki enakovredno opisujejo podatke

o preoblikovanje zaradi interpretacije ali
e numeri¢ne stabilnosti

e Pogoji:
e isto Stevilo ocenljivih parametrov

e nastopajo isti vplivi
e Crtamo lahko "nadrejene vplive

e Reparametrizacija
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Reparametrizacija - primer
Yijk = 1+ Ai + Bj + AB;j + €4
Yijk = 1+ A + AB;j + ek
Yijk = b+ Ai + Bij + eiji
Yijk = 1+ AB;j + €45k
Yijk = ABij + eijk
Yijk = b+ A + By + b (2356 — T) + €5k
Yijk = i+ Ai + Bj + ABij + bi (zijr — T) + ek
Yijk = b+ Ai + ABij + bi (Tijk — T) + €iji
Yijk = b+ A + Bij + b (T — T) + €5k
Yijk = 1+ ADBgj + b; (Ti55 — T) + €4k
Yijk = ABij + bi (Tijr — T) + €4k
Yijk = 1+ Ai + Bj + bi (Tijk — T) + €ijik



