Biometrija 1

Poglavje 1l

MATRI CNI ZAPIS MODELA IN OSNOVE MATRI CNE
OPERACIJE

1.1 Skalar

Skalar je matrika reda 1 x 1. Skalarji so ozeai z malimi ali velikimi navadnimi (neodebeljené&kami
kot npr. y;j(odvisna sléajna spremenljivka)g; j (vpliv Zivali kot nakljucni vpliv), 8;(eden od nivojev pri
sistematskemu vplivu)y (regresijski koeficient)x;jx(neodvisna spremenljivkak;; (element v matriki
X) ali ¢ (konstanta). V oklepaju je omenjena ena od moznosti, kigimb sr&ali pri biometriji. Oznaka
skalarja ni dovolj, da bi vedno prepoznali njegovo vlogo. membno je, da so uporabljene oznake
obrazloZzene v vsakem primeru posel@gjprav lahko pri oliiajnih, pogostih primerih 0 pomenu skoraj
zanesljivo sklepamo.

Stevilo vrstic ali stolpcev dofatared vektorja.

1.2 Vektor

Definicija: Vektor je polje Stevil ali simbolov urejenih samo v eno wstin en stolpec.

Vektorji so matrike, ki imajo eno samo vrstico (visti vektorji) oziroma en stolpec (stofii vektor).
Pisali jih bomo z malimi odebeljening@rkami npr.y, u, a, x ali 8. Tako bomo oznéili stolpicne vektorje.
Vrsticni vektorji so pravzaprav transponirani stdipi vektorji (glej tudi 1.3.1) in jih bomo ozridi y’,

u,a,x alig aliy’,u”,a’, x" alig". Tam, kjer ne moremo uporabiti odebeljerditk, uporabljamo
lahko navadno pisavo, vektor pa @othmo z znakom ~, npr..y

1.3 Matrika

Definicija: Matrika je polje Stevil ali simbolov urejenih v vrstice irogce.

Ozn&evali jih bomo z velikimi, odebeljenimérkami kot npr. X (matrika dogodkov za sistematske
vplive), Q (matrika kvadratne oblike A (matrika sorodstva)y fenotipskih matrika varianc in kovarianc.
To je le nekaj matrik, ki bodo imele pri biometriji posebennpen. Z oznakamA, B ali X pa lahko
enostavno mislimo samo na matrike brez posebnega pomekakdbpri vektorjih je tudi pri matrikah
pomemben opis, kaj matrika predstavlja. Tam, kjer ne morepwabiti odebeljenitErk, uporabljamo
lahko navadno pisavo, oznako za matriko pagu@ino z znakom ~.

Matrika A v eng&bi 1.1 vsebuje osem elementov - posameznih vrednosti. ikddtna svoje elemente
razvr€ene v stolpce in vrstice. V el 1.2 poudarimo, da matrikd sestavljajo vrstice - vrstni
vektorji a. Vrsticni vektorji iz matrike so ozrizeni s krepko maldrko (@), ki nas spominja na ime
matrike, z apostrofoma() in indeksom 61 ), ki ozna&uje vrstico. NaSa matrikA ima dve vrstici, ki sta
prikazani v enébah 1.3 in 1.4,

2 35 1
A:[l 19 7} [L.1]

A={a} [1.2]
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aa=[2 3 5 1] [1.3]
a=[119 7] [1.4]

Matriko A prav tako lahko prikazemo s stolpci (éha 1.5). V enébah 1.6 in 1.7 prikazujemo prvi in
tretji stolpec matriked. Stolpicni vektorji iz matrike so ozrigni s krepko malérko @), ki nas spominja
na ime matrike, z indeksor&(), ki oznauje stolpec.

A= {aj} [1-5]
f o

a = 1 [16]

ag = g [1.7]

Posamezne celice v matriki poimenujemo elementi matrikatrikb A iz ena&be 1.1 ima osem elemen-
tov. Element je skalar. Ozoani so z mal@rko (@), ki nas spominja na ime matrike, z indeksorag)(

ki ozn&ujeta vrstico in stolpec. Matriko zapiSemo tudi, kot prkgmo v endbi 1.8. V enébi 1.9
prikazujemo element matrik& (ena&ba 1.1) iz druge vrstice in tretjega stolpca. Element inealnost 9
in je skalar.

A= {aj} [1.8]
a3=9 [1.9]

Matrika C imar vrstic in ¢ stolpcev (primer 1.10). Stevilo vrstic in stolpcev dtdtared matrike. Red
matrike C je r x c. Red matrikeB je 2 x 4. Ce Zelimo red matrike poudariti, ga navedemo v indeksu
matrike (1.11).

Ci1 Ci2 -+ Cic
Ca Cp2 -+ Cx bi1 bz biz b
C= B = 1.10
: oo bo1 bop bpz bos [1.10]
CG1 C2 -+ GCc
Aoxa, Crxc, Boxa [1.11]

Pri kvadratnih matrikah (glej 1.3.1) lahko navedemo samm wednost. Matrikd/ (1.12) je matrika
fenotipskih varianc in kovarianc, zato je kvadratna. Imavddiic in 10 stolpcev. Pri kvadratnih matrikah
lahko navedemo red matrike na dvaimea.

Viox10=V1o0 [1.12]

Posamezna Stevila ali simboli sbementi matrike. Elemente matrik€’ bomo poimenovali z malimi
Crkami (Vij). Indeksal in j dolotata vrstico in stolpec, katerima element pripada. Pnelisdoznauje
vrstico, drugi stolpec brez ozira ako.

Pri matrikah doléamo tudirang matrike: Stevilo neodvisnih vrstic in stolpcev.
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Biometrija 3

1.3.1 Posebne matrike

a) Kvadratne matrike (primer 1.13) imajo toliko vrstic kot stolpcev.

[1.13]

o w ol
N O
~N AN

b) Simetricne matrike (primer 1.14) so kvadratne matrike, za katere valja= ;.

[1.14]

N = Ol
FNQC RN
~N BN

Med kvadratne matrike priStevamo matrike varianc in kawej matriko koeficientov v sistemu g
kakor tudi matrike kvadratnih oblik.

c) Diagonalne matrike (primer 1.15) so simeithe matrike, ki imajo od O razine elemente samo na
diagonali. Vsi nediagonalni elementi imajo vrednost endko

D= [1.15]

o O O,
O 00 O
~N O O

Diagonalno matriko lahko zapiSemo tudi v obliki iz &€ba 1.16. Pri elementlj; se ponovita dva indeksa
i, sCimer poudarimo, da so elementi od O rémlisamo na diagonali, vsi nediagonalni elementi pa imajo
vrednost 0.

D = {di} [1.16]

¢€) Identicna matrika (primer 1.17) je diagonalna matrika, pri kateri so vsi diagjoi elementi enaki
1. Ozn&imo jo zlI, praviloma moramo omeniti oziroma d@it tudi red matrike.

0
| = 0 [1.17]
1

o or
[N o]

d) Ni¢elna matrika ima vse elemente enake 0. Ozimao jo z 0, praviloma moramo dof&iti tudi red
matrike.

0000
0_[0 0 0 0} [1.18]

Nicelne matrike bomo séevali predvsem kot delne matrike v matrikah dogodkov, ikedtrvarianc in
kovarianc itd. Znak za Belno matriko Q) uporabimo tudi za poudarjanje dela matrike, ki je zapainje
Z niclami, ¢eprav del matrike ni pravokotne oblike. Tako bi diagonatnatriko lahko zapisali tudi v
obliki, predstavljeni v enébi 1.19.

di1
doo 0
da [1.19]
0 dag



4 Biometrija

e) Blok-diagonalna matrika je matrika, ki imajo vzdolZ diagonale nanizane matrike. |IBjpgo si ma-
triko R iz en&be 1.20. Na diagonali imamo varianci za dve lastnosti, kirmentno izmenjujeta. V@na
nediagonalnih elementov je enaka 0, samo med dvema zajioedrsticama je nakazana kovarianca
za ostanek med obema lastnostirrg,§,). V nadaljevanju bomo nekoliko poenostavili poimenovarge
kovarianco ¢,,). Obe oznaki jo zadostno opiSeta.

I O'gl Tey, T
Oee 0'52
(on e g, e
R Te, O, - [1.20]
0'51 Tepp
L Oep 0-312 n

Zamenjajmo torej zaradi enostavnosti oznako in poudarifagahalne matrike. Mala diagonalna ma-
trika ima dve vrstici in dva stolpca. Je kvadratna in sindei@i Vsebuje 3 komponente kovariance.
Matriko bomo poimenovalRg. Vsebuje varianco za prvo in drugo lastnost ter kovariabeta meritvi
opravljeni na isti Zivali.

I { o-él 0'912} i
Tep O, ,
Rg—> [ Og 0'6212} —1 Ro [1.21]

2
[ oe  Tep ]

2
Oepy O'ez

Zaradi preglednosti lahko matriko 1.22 prepiSemo tako, @aasto diagonalnih blokov navedemo kar
matriko Ro.

= . [1.22]

Ro

Blokdiagonalno matriko lahko zapiSemo tudi kot direktn@m(z®) matrik Rg (ena&ba 1.24). V
literaturi najdemo tudi druge zapise direktne vs@®, & " ). Zapis je primeren za velike blokdiagonalne
matrike.

-y @R, [1.23]

Matrike na diagonali so lahko razhega reda. Pri rafinem Stevilu meritev na posamezni zZivali bodo
na diagonali matrikdRg razliénega redaCeprav bomo matrike sestavljali kasneje, smo uporabili kar
primere, ki nam bodo priSli prav kasneje. Tu je pomembno,edzapomnimo zapis in si matriko potem
tudi predstavljamo.

=> Ry [1.24]
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V tem primeru smo prikazali matriko, ki je kvadratne oblike simetrtna, vendar pa to ni pogoj za
blokdiagonalno matriko, saj so lahko tudi pravokotne. V nikadogodkov za dve lastnosti (dnevni
prirast in debelina slanine) sta na diagonali dve pravakuatdriki Xp in Xs, razlicnega reda.

Xp O
[ oD Xs] [1.25]

Kadar so blokdiagonalne matrike oZeme s Stevilkami, jih lahko zapiSemo v obliki direktne esdtot
je prikazano v enzbi 1.26.

S @x, [1.26]

f) Transponirana matrika  Transponirane matrike ozéiano z apostrofomA4’) ali crko T v eksponentu
(A7) in jo dobimo tako, da zamenjamo vrstice in stolpce. TakoAhéL.27) v stolpcih vrednosti iz vrstic
matrikeA (ena&ba 1.1).

[1.27]

R OWwN
~N© PR R

g) ldempotentna matrika M je kvadratna in za njo velj? = M. ldempotentne matrike bomo
omenjali pri kvadratnih oblikah, ki nam predstavljajo \esé&vadratov.

h) Delne matrike (ang. submatrix). Matriko razcepimo na manjSe matrike §badl.28). Oliajno
to naredimo glede na strukturo matrik. Kasneje bomo spozaalimive matrike, kamor urejujemo
informacije iz podatkov in porekla. Delitev matrik lahkoka@emo s pikastimicrtami. Delne matrike
smo prikazali na primeru matrik dogodkov v &bal.25.

[ é '; } [1.28]

Kot primer navajamo matriko koeficientov (1.29) iz ébhaneSanega modela. V zgornjem levem kotu so
zbrane informacije o sistematskem delu mod&lax(), v spodnjem desnem kotu bom nasli nakhudel
(Z'Z + | 0303?), nediagonalna del&(Z in Z’'X) pa povezujeta sistematski in nakiju del. Pri nasem
delu bomo raglenitev opravili predvsem zaradi preglednostprav je bolj pomembna pri izpeljavi
posameznih erdd ali pri dokazih.

X’X X'Z

Z’X  Z2'Z +\od0;? [1.29]

i) Trikotna matrika je kvadratna in ima od Rirazlicne nediagonalne elemente samo nad ali pod
diagonalo. Tako Iéimo spodnjo trikotho matriko (ang. lower triangular matd.30) in zgornjo trikotno
matriko (ang. upper triangular matrix, 1.31). Ime nosi pparajenem delu matrike.

2
1 1 [1.30]
-1 2 3
(2 1 -1
1 2 [1.31]
I 3



6 Biometrija

j) Pozitivno definitne matrike so kvadratne, simetime in imajo dominantno diagonalo. S Cholesky
razZlevitvijo (ang. Cholesky decomposition) najdemo takodspo trikotno matrikd., da je njen produkt

s transponirano marikb’ pozitivno definitna matrikeA (ang. positive definit matrix). Diagonalni
elementi v matrikiL so pozitivni in ve&ji od nic.

A=LL’ [1.32]
4 2 -2 2 2 1 -1
2 2 1(=]| 1 1 1 2 [1.33]
2 1 14 -1 2 3 3

Vse matrike varianc in kovarianc morajo biti pozitivno défie. Na diagonali so variance, na nediago-
nalnih elementih pa kovariance. Vzemimo, da je matfkeeda 1 x 1, torej je le skalar. V tem primeru
je edini element v matrikA variancac?, element v matrikL pa standardni odkloar. Tako si Chole-
sky raZlenitev lahko predstavljamo, da je v mati algebri podobna operacija kot kvadratni koren v
skalarni algebri.

k) Semi-pozitivno definitne matrike so zelo podobne pozitivno definitnim matrikam, le v mattiki
je na diagonali dovoljena tudi vrednost O.

4 2 -2 2 2 1 -1
2 2 1]|=| 1 1 1 2 [1.34]
2 1 5 -1 2 0 0

1.4 SeStevanje matrik in vektorjev

Definicija:
Cij = ajj +bij [1.36]

Matrike (en&ba 1.35), ki jih seStevamo, morajo imeti isto Stevilo st isto Stevilo stolpcev. Vsoto
matrik dobimo tako, da seStevamo istolezne element&feni.36). Rezultat je istega reda kot matrike,
ki jih seStevamo.

1 0 4 0 1+4 0+0 5 0
-1 2 |+ 2 1=} -1+2 2+1 =({ 1 3 [1.37]
3 4 -2 -1 3-2 4-1 1 3

Osnovna pravila

Matrike istega reda lahko seStevamo po kateremkoli vrstreein.

A+B+C=C+A+B [1.38]
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1.5 MnoZenje matrik
Definicija:
Apxq * Bgxr = Cpxr [1.39]

Matriki A in B iz ena&be 1.39 pomnoZzimo tako, da pomnoZimtw vrstico matrikeA z j-ti stolpcem
matrike B ter produkte posameznih parov sestejemodbadl.40). Tako dobimo vrednost elementa na
pres€istu i-te vrstice inj-tega stolpca matrik€. Prva matrika mora zato imeti toliko stolpcay) kot
druga matrika vrstic. Rezultat (matrik2) ima toliko vrstic (p) kot prva matrika A) in toliko stolpcev

(r) kot druga matrikaB).
q
Cik = Z aj * bjk [1.40]
ji=1

Za vajo pomnozimo dve pravokotni matriki (€ 1.41).

2 0 -1 2
-1 2 *[2 0_12} = -4 6 1 2 [1.41]
22
X4

-1 3 0
3x2 2 12 -3 14 3

Priporcamo, da si matrike, kadar jih mnoZite na pamet, uredite skedaji n&in. Prostor razdelimo v
Stiri kvadrante (prikaz 1.42). Levi zgoraj ostane prazewoIspodaj pa napiSemo prvo matriko. Drugo
matriko, s katero prvo pomnozZimo, napiSemo desno zgoragulRe napiSemo v desni spodnji kvadrat.

2 0 -1 2
-1 3 0 2

1 O 2 0 -1 2
-1 2 -4 6 1 2
3 4 2 12 -3 14

[1.42]

Mnozenje lahko verizno nadaljujemo (prikaz 1.43). S sist#tnim pristopom lahko delo hitreje opra-
vimo in zmanjSamo moznost napak. Ko rezultatABCD ima vrstic kot matrikaA in stolpcev kot
matrikaD. Pri mnoZenju matrik moramo vedno preveriti, da se redi zeqgimih matrik ujemajo.

B C D

A AB ABC ABCD [1.43]

Osnovna pravila

Pri mnoZenju vé matrik zapored lahko mnoZzimo med sabo katerekoli sosedajeke (enéba 1.44).
(AB)C = A (BC) [1.44]

Vrstnega reda matrik pri mnoZenju ne smemo menjatidead..45).

ABCD # BCAD [1.45]
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Transponirano matriko produkta mat@8CD dobimo lahko tudi tako, da mnozimo transponirane ma-
trike v obratnem vrstnem redD{ CTBTAT).

(ABCD)" =D'C'BTAT [1.46]

Ce vsoto matrik pomnozimo z tretjo matriko (€ha1.47 in 1.48), lahko najprej vsako od matrik po-
mnozimo z isto matriko in potem seStejemo. Velja pa tudi stmramatriko, ki je skupna &clenom v
enabi, lahko izpostavimo.

A(B+C)=AB+AC [1.47]
(B+C)A =BA + CA [1.48]

Pri tem mora biti matrika, ki jo Zelimo izpostaviti, na istbziciji. Tako torej ne moremo izpostaviti
matrikeA iz ena&be 1.49, ker je matrikB mnozena z matriké od leve, matrikeDpa od desne.

AB - DA #A (B - D) [1.49]

1.6 Determinanta
1.7 Inverzna matrika
1.8 Splosnainverza

Vzemimo, da imamo sistem ettaAx = r. ReSitev za vektor neznanih parametrdobimo tako, da od
spredaj mnozimo A1, kar lahko storimo ob pogoju, da ima matrikapoln rang. Vendar pa obstajajo
Stevilni primeri, ko to ne drzi: rang matrik& je manjSi od reda matrike, determinanta matrike je enaka
ni¢. Sistem enéb v tem primeru nima ene same resit@e ima resitev, jih ima neskéno mnogo. Eno,
izbrano reSitev pa lahko dobimo tako, da uporabimo splodwerzo. Oznéili jo bomo zA~. Izbrali pa
bomo tisto, pri kateri veljaAA~A = A. Praviloma pa nitAA ™ niti A~A nista enaka iderithi matriki .

Matrika A ima neskoino mnogo splosnih inverZe ima vsaj eno. Pri vsaki mozni reSitvi sistema
uporabimo drugo splosno inverzo. Poglejmo pa si enostaestopek, da najdemo prvo splosno inverzo.

52 3 [ (127
2 20| A|=]S5 [1.50]
130 3] | A 7
[ i 5 2 31[12]
All=]|220 5 [1.51]
A 303|]| 7]

e v matriki A poi&ite vse odvisne vrstice, jih napolnite £Emi. Z niclami napolnimo tudi stolpec.
Pri simetrEnih matrikah izberemo isto vrstico in isti stolpec.

520 50 3 00O
2 20|;/000(;(020f{... [1.52]
00O 3 03 0 0 3

e ostane vam samo toliko neodvisnih vrstic in stolpcev, koajeg sistema

8
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e iz neodvisnih vrstic in stolpcev nastavite podmatriko ispibe njeno inverzo

52|.[53].]2 0

[22],[33”03]” [1.53

1] 2 -27 1[ 3 -3].1[3 0

6[—2 5]’6[—3 5}’6[0 2] [1.54]

¢ inverzi dodajte izpuZene vrstice in stolpce, ki so polni samiltel

112 20 1] 3 0-3 11000

6 -2 5 0 5 0 0 0 |; 6 0 3 0]... [1.55]
0O 0 O -3 0 5 0 2

Tako pripravljene sploSne inverze lahko uporabimo privasgl sistema ertd. Vzemimo prvo splosno
inverzo iz 1.55.

[2 20][12 19
22 5 ol 5 |=]| us [1.56]
510 o0 of| 7 0

Naredimo preizkus. Nadomestimo vektor neznank izZbaal.50 z reSitvami iz 1.56. Kadar reSitve z
leve pomnoZzimo z matriko koeficientov, moramo dobiti degnanssistema erid iz 1.50.

5 2 37 [ 4 12
2 20|| Y |=]|5 [1.57]
30 3 0 7

V tem primeru se je preizkus izSel. NasSli smo prvi niz reSit¢hzemimo Se drugo sploSno inverzo iz
1.55.

([ 3 08722 15/
c| 0 00 5 =] 0 [1.58]
3 0 5 7 ~15

Tokrat smo dobili povsem druge reSitve. Pa opravimo preizkia se preptamo o pravilnosti reSi-
tve. Tako kot v prvem primeru pomnozimo nov niz reSitev iz8lid ga z leve pomnozimo z matriko
koeficientov iz 1.50.

5 2 37 156 12
2 20 0 |=1]5 [1.59]
30 3|/ -s 7

Tudi tu je bil preizkus uspeSen. Zmnozek je enak desni streniabi 1.50.

Pri sploSnih inverzah smo hitro naSli Se eno. Poiskusimib goi reSitev Se s tretjo splosno inverzo iz
1.55. Pri tej smo do reSitev prisli lahko Se veliko hitreje gd prvih dveh, a dobili smo nov niz reSitev.

L [0 0 0]12 0
~lo 30 5 | =| 156 [1.60]
6 02 7 14/g
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Tabela 1.1: Ocenljive eGhe

Resitev 1 2 3 4 1.65

i+ @) = 2912 2912 2912 2912 2912

AL—Ar= 2/12 2012 2712 2/12 212
5 2 3 0 12
2 20 5% | = | b [1.61]
3 0 3 14/g 7

Tudi v tem primeru je preizkus uspeSen. SploSnih inverz aiset nasli na hitro, a jih obstaja Se
neskono mnogo, zato bi bilo povsem nesmiselno, dageiso vse. Lahko pa se r@mo n&ina, da
takrat, ko poznamo eno resitev, preverimo druge. To lahkegrimo,Ce smo res dobili eno od reSitev
sistema en@b, Ceprav se razlikuje od resitve, ki jo navaja nekdo drug. Mgjpa bi rada vedela od vas,
Ce je vektor iz 1.62 tudi reSitev sistema ébhd..50.

2912
112 [1.62]
-1/12

Preizkus smo opravili povsem enako kot predhodne in ugataa je tudi predlagani vektor iz 1.62
reSitev.

5 2 3 2912 12
2 20 Yi2 [ =] 5 [1.63]
3 0 3 -1/12 7

Postavimo vse reSitve skupaj (v 1.64), jih postavimo narigtinovalec in primerjajmo. Kajimajo resitve
skupnega?

28/12 3012 0 29/12
2/12 0 30/12 Y12 | ... [1.64]
0 -2/12 28/12 -1/12

Poskusimo ovrednotiti dve elai iz vseh Stirih reSitev (pregl. 1.1). Vrednost navedehikh enéb je
enaka, kadar jih izvrednotimo iz kateregakoli niza podatko

Poskusimo si sedaj izmisliti $e kak3no reitev. PostavicenoA; na vrednost0y12in se posluzimo
endb v tabeli 1.1. NaSli smo novo reSitev. 1z zadnjega stolpmaogno izvrednotimo erihi v pregl.
1.1.

—70/12
10012 | — | 10912 | — | 100/12 [1.65]
98/12 98/12

Da bomo res preptani, jo preverimo Se tako, da jo pomnozimo z matriko kodfiicie.

5 2 3 -70/12 12
2 20 10012 | = | 5 [1.66]
3 0 3 98/12 7

Preveritev je tudi tokrat uspeSna. Torej smo nasli nov nitee. En&ba modela je v tem primeru
enostavna (pregl. 1.2), saj vsebuje samo srednjo vredmoist §istematski vpliv z dvema nivojemay(.

10
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Tabela 1.2: Stevilo parametrov in stopinj prostosti
Yij = H A 8
Stevilo parametrov 1 2
Stevilo stopinj prostosti 1 1

Stevilo parametrov nam pove, da imamo tri neznanke. Ocelihi@ samo dva, do tretjega pa "nekako"
pridemo. Ponavadi smo delali tako, da smo ocenljive panarabili iz reSitev, ki nam jih ponudi
statisttni paket, potem pa smo ostale reSitve ptarali. MozZna pa je tudi pot, ki smo jo pravkar
nakazali. Parametre, ki so nam zaradi odvisnosti odpadbtgeimo na neko (katerokoli) vrednost.
StatistEni paket SAS postavi vse “odpadle” vrednosti na 0. Ostadelvosti pa dolémo tako, da ne
kr§imo ocenljivih enéb.

Resitev tako lahko dobimo neskomo mnogo. 1z samih vrednosti v raaih nizih ne moremo vedno
prepoznati uporabnih vrednos@ie pa znamo postaviti ocenljive funkcije, pa bomo vsi pd8liistih za-
kljutkov, neodvisno od niza resitev. Stevilo neodvisnih lingakombinacij nam napovedujejo stopinje
prostosti.

1.9 Direktna vsota

A O
A@B_[O B} [1.67]
Mozni so razléni zapisi.
Xi o ... 0
k 0 X --- 0
Z?BXiZZrXiZ e Xi=XieXid---d X = . . [1.68]
i . . . .
0 0 - X
Za vkljucene matrike sploh ni potrebno, da bi bile istega ranga.
X 0 0
XeXez=| 0 X 0 [1.69]
0 0 z
Za matrike odgovarjajtega ranga drzi
A O cC o A+C 0
(A@B)+(C@D)_{O B}+[O D}_{ 0 B+D}_A+C@B+D [1.70]
Ce jeA; polnega ranga, velja naslednje:
A0 .- 0717 Al 0 . 0
1 0O A -+ 0 o Al ... 0 1
=A== . .. =] . , = 3OA" [1.71]
0O 0 --- A 0 o - Al
Za determinanto pa velja:
k
=PAil = T 1Al [1.72]
i=1
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12 Biometrija

1.10 Kronecker produkt

Vzemimo primer, kjer imamo dve lastnostiif Z) za vsako od dveh ZivaliCe lahko zapise opisemo z
linearnim modelom, imamo

Y1 Hy Uy1 €1
Z u e
N I B B B I [1.73]
Y3 Hy Uy2 &2
Z4 | Mz Uz €
Uy | o2 o 1002, ago
yl al 61212 120 31 12 61212
u (o (oa a0 ay20°
var 2| _ al% 22 12 2a12 120 50 [1.74]
Uy2 120y 20 a12 o] O al2
2 2
Uz | 120312 120 Tal2 O

2 2
o 0 al12 o 0 al12

_ o-aéz O 0'a212 O _ { 1Go alZGO } —A® GO [1.75]
a1 [ 031 Oal2 :| 1 |: 031 Oal2 :| a1oGo  1Gq
Oa12 0'22 Oal2 0'22

Matrika A predstavlja matriko sorodstva. Elememb je koeficient sorodstva med obema Zivalima.
Matrika Gg vsebuje genetske variance in kovariance med lastnostimigenima na isti Zivali.

Poglejmo sedaj Se varianco za ostanek (1.76)! Lastnosfeneena isti Zivali so med seboj korelirane, saj
je velika moZnost, da sta obe napaki zaradi spodrsljajaaglike pri izvajanju poskusa povezane. Zival,
ki je pojedla ekstra krmo na €an sovrstnikov, je tako lahko rastla hitreje in imela defg slanino, kot

bi pod kontroliranimi pogoiji.

SVl T (231 T e212 0 0

var | & | = |02z 72 0O [1.76]
€2 0 0 O Oel2
(7] 0 0 Oel2 0'52

Matrika varianc in kovarianc za ostanékje blok diagonalna. Kadar so bloki istega reda, matiko
lahko zapiSemo v obliki Kronecker produkta (éba 1.77) med ideritho matrikol in matriko varianc
in kovarianc za ostanke meritev na isti Zivali 0z. enoti.

2 2
Ox Oe12 Og Oel12
e W] o s

_ Oel2 Og Oel2 Og — IRo ORo =I®Rg=R [1.77]
O|: O'gl 0'912:| l[ O'gl 0'e12:| ORO 1Ro '
Te12 U Tel2 0

Navedimo Se nekaj lastnosti Kronecker produkta. VzemimtrikiaA pyq in Bixn.

A®B = Cpmeqn [1.78]
(A®B) =A’®B’ [1.79]
X®y=yxX' =yex [1.80]
ke A=kA=A®k [1.81]
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Biometrija 13

[A1 Az |®@B=[A;1®B A;®B | [1.82]
A®[B1 By |#[ A®B; A®B; | [1.83]

Ce obstajata produktaX in BY, potem velja enéba 1.84.

(A®B)(X®Y)=AX ® BY [1.84]
(AeB)t=AtleB™ [1.85]
rang (A ® B) = rang(A) e rang(B) [1.86]

Sled, ki predstavlja vsoto diagonalnih elementov matr{ke()) matrik A in B iz Kroneker produkta
lahko dobimo tako, da ovrednotimo sledi obeh matrik in jikorgomnoZzimo.

tr (A®B) = tr (A) o tr (B) [1.87]

Determinanto Kroneker produkta dobimo tako, dadmr@amo determinanti obeh matrik, jih damo na
potenco, ki je enaka redu druge matrike, in vrednosti porinmoz

IM mom ® Nien| = M7 IN|™ [1.88]
Lastna vrednost (A ® B) = Lastna_vrednost (A) e Lastna vrednost (B) [1.89]
A®B)®C=A®(B®C) [1.90]

S skalarjenk lahko mnozimo tako prvoX) kot drugo 8) matriko ali pa kogni rezultat A ® B). Ena&ba
tudi kaze, da konstantolahko izpostavimo.

kKA®B=A®kB =k(A®B) [1.91]
Ce lahko seStejemo matriki in B, potem velja:
(A+B)eC=(A®C)+(B®C) [1.92]

Kronecker produkt uporabljamo pri prikazovanju struktkoenpleksnejSih modelov.
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