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Kvadratne oblike

e Z Njimi racunamo vsote kvadratov za preizkus hipotez za
sistematske vplive

o dli za analizo varianc in kovarianc za nakljucne spremenljivke
v modelu

o Splosna oblika:

y' Qy
Kjer pomeni:
y - vektor opazovanj
Q - matrika kvadratne oblike

o Matrike kvadratnih oblik so kvadratne in simetricne

Pomni: sled ("frace™) = vsoto diagonalnih elementov
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Skupna vsota kvadratov

o Skalarna oblika
TSS =), ?J@'Qj —
o« Matricna oblika
p— y/y p—
e PoiSCimo matriko kvadratne oblike
=y'ly
o Maftrika kvadratne oblike: 1

o Sled matrike tr (I) = n
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Vsota kvadratov za srednjo vrednost

e V skalarni obliki

SS(p) =2 =np*=
o V matricni obliki:

Al A

e IzpOStAVIMO 1 iz prvega in drugega vektorja

e Kerveliagp=+>"y, =1y

n
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Vsota kvadratov za srednjo vrednost |

o Oklepdgje izpustimo. Oblika zapisa poudarja simetricnost
=y (RI111Y)y
« Matrika kvadratne oblike (quadratic form): (£11'11'%)

» Vsoto kvadratov za srednjo vrednost dobimo tudi L (3" y;)* =

o« Nadomestimo > "y; = 1’y
=1 (y1)(Vy) = y'31ly = y'(30)y
e IzraCcungjmo Se sled matrike kvadratne oblike

tr(+J) =-(1+14+1+...+1)=in=1
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Preverimo

o Vrsthega reda matrik oz. vektorjev pri mnozenju ne smemo
menjafi!
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Korigirana skupna vsota kvadratov

CTSS=T55—-S5S5 () =
e /0MENjajmMmo z enacbami
=y Ty —y' (+11'11"}) y =
e IzpOStavimo y’ spredqgj in y zadagj
=y 1= (rg)y =
« Matrika kvadratne oblike (quadratic form): [I — (+11'11'2)]

n J

1= (1 (T7) v =1-( 1) =1- ()
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Korigirana skupna vsota kvadratov |

e MOzNA je tfudi naslednja oblika
CTSS =y [I- (A1) |y =y [I- (G11)]y
o sled maftrike
tr (I— (£11')) =tr (I) —tr (311") =n —1
Pomni: sled vsote matrik je vsota sledi matrik

tr(A+B)=tr(A)+tr(B)
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Vsota kvadratov za model s sredno vrednostjo

MSS = BX'XB =
o Upostevajmo, daje B = (X'X)” X'y
— yX (X'X)” (X'X) (X'X)” Xy =
e Kervelja (X’'X) (X'X) (X'X) = (X'X) ,dobimo
= y'X(X'X) X'y =

o Maftrika kvadratne oblike (quadrafic form): (X(X'X)~X")
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Vsota kvadratov za model s sredno vrednostjo |
e Sled matrike (X(X’'X)~X)

tr (X (X'X)”X') = tr (XX (X'X)7) = p

p =Stevilo stopinj prostosti za sistematski del modela, vkljucno s
srednjo vrednostjo

Pomni: pri sledi lahko matrike v produktu vrtimo, Ce je to
mogoce. Tudi v novem zaporedju moramo matrike mnoziti.
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Vsota kvadratov za ostanek

o Poskusimo priti do kvadratne oblike
RSS = &e= (y — XB)' (v — XB) =
o IraNspONIrajmMo prvi vektor
= (y’ — E/X’) (y — XB) =
« POomnozimo
=y'y —y'XB - BX'y + BX'XP =
o Srednja dva Clena sta enaka, ker sta skalarja

=y'y — 2y’ XB+ B XX =
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Vsota kvadratov za ostanek - ||
« Upostevajmo, daje 8 = (X'X)™ X'y
=y'y — 2y’ X (X'X) X'y +y'X(X'X) X'y =
o Poracunajmo zadnja dva Clena
=yy —yX(X'X) Xy =
o IzpOStAVIMO y’ spredqj in y zadqg;
= y’(I — X (X’X)_X')y =
o Maftrika kvadratne oblike (quadratic form): (I - X (X’X)‘X’)

o sled matrike tr (I — X (X'X)X') = tr (I) — tr (X (X'X)X') =n — p
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Porazdelitev kvadratnin oblik

X*(r(Q), A = 'X'QX3/2)

Kjer pomeni:

X - matrika dogodkov za sistematski del modela

3 - vektor neznanih parametrov za sistematske vplive
Q - matrika kvadratne oblike za pojasnjeni del modela
r(Q) -rang matrike kvadratne oblike

A - parameter necentralnosti

o Uporaba pri preizkusu hipotez
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A zA ostanek

o zaradi preglednosti, poiSCimo 2\
22=0'X'QX 3=
« Vstavimo kvadratno obliko za ostanek
= 3'X’ (I — X (X'X)" X’) X3 =
e POMNOZIMO
= ' X'IX3 - g'X'X (X'X) X'X3 =
e preuredimo drugi izraz (X'X (X'X) X'X = X’'X)

= B'X'X3 - BX'XB =0
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F-fest

‘A
F'(fa, fB, Aa) = g2

Kjer pomeni;

y - vektor opazovan,

A - matrika kvadrathe oblike za pojasnjeni del modela

fa - Stevilo stopinj prostosti za pojasnjeni del modela

B - maftrika kvadratne oblike za nepojasneni del modela (ostanel
fs - Stevilo stopinj prostosti za nepojasneni del modela (ostanek)
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PoQoji za statisticni test
o Hipoteza mora biti ocenljiva
K (X’V‘lX)_ (X’V‘lX) =K
o Vsote kvadratov morajo imeti y?—porazdelitev

ey N(X3,V)
o kvadratne oblike morgjo biti neodvisne
o Pri kvadratni obliki v imenovalcu mora A =0
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Postopek

1. Preverimo ocenljivost hipotez

2. Proucimo distribucije odvisnih (y) in neodvisdnih (u ) nakljucnin
spremenljivk in ostanka (e)

3. Preverimo, Ce je produkt kvadratne oblike Q in mafrike
fenoftipskin varianc V idempotenten

QVQV =QV

4. Ugotovimo rang matrike kvadratne oblike Q

r(Q) =1 (Q)

5. lzraCungjmo A = ' X'QX3/2
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ldempotentna matrika
o Matrika M je idempotentna, Ce velja:
M = M? = MM
o Priidempotentnin matrike velja:
« Produkt idempotentne matrike M in matrike dogodkov X:
MX =0
o Rang idempotentne matrike M je enak sledi matrike (frace)

rank(M)=tr(M)
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ldempotentne matrike - primeri

o Maftrika kvadratne matrike za skupno vsoto
1)? =1
o Matrika kvadratne matrike za ostanek
(I-X (X'X) X)" =
o NAPISIMO Vv obliki produktov
= (I — X (X'X)™ X’) (I — X (X'X) ™ X’) =
e POMNOZIMO Oklepaja

=1 X (X'X) X' — X(X'X) X'+
+X (X'X)” XX (X'X)” X' =
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e Srednja Clena sta enaka,
v zadnjem pa uporabimo (X'X) X'X (X'X) = (X'X)"

=1 2X (X'X) X'+X (X'X)” X' =

o sedqj lahko sestejemo Se zadnja dva Clena

=1-X(X'X)" X/



Biometrija 2012/13 20

ldempotentne matrike - primeri |l

o Maftrika kvadratne maftrike za skupno vsoto
(VIV) =1
o Maftrika kvadratne matrike za ostanek
(V- VX (XVIX) XV V] g
e NAPISIMO Vv obliki produktov
(T- VX (X'VIX) " X) (T- VX (X'VIX) 7 X) =

e POMNOZIMO Oklepaja
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—1- VX (X'V1X) X'—
~VIX (X'VIX) X'+
+VIX (X'VIX) X'VIX (X'VIX) X =

e Clena v drugi vrsticu sta enaka,
vV zadnjem pa uporabimo
(X'V-IX) X'VIX (X'V7IX) = (X'VIX)~

=1—-2V1X (X’V‘lX)_ X'+V~1X (X’V_lX)_ X' =
o Sedqj lahko sestejemo Se zadnja dva Clena

—1- VX (X'V7IX) X/ = (V- VX (X'VIX) XV Y
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Sled matrike

Definicija: sled maftrike je vsota diagonailnin elementov
kvadratne matrike.

tr(A):Zaii
11 4 3 4
/ /
A = (X'X)” (X'X) 4 400 _(X'X)
N\ 3 030
4 0 0 4
0000 0000
_ 0+ 00 1 100
X'X)" = 4
(X'X) 0030 1 010
000 % 1 001
tr(X’X:1—|—4—I-3—|—4 22
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Sled matrike (nadalj.)

1
tr (A") =tr

o O OO

1
0
0

1

S = O

tr

1

= 3, diagonala je ostala ista

N == O O

) =tr(A)

o Sled transponirane matrike je enaka sledi matrike A

o Sled skalarja je skalar

tr(n) =n

o Kadar matrike lanko mnozimo, jin lahko zavrtimo

tr (ABC) =tr (CAB) =tr (BCA)
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Sled matrike - primeri
e 7A skupno vsoto kvadratov = stevilo opazovan;
tr(I)=1+1+---+1=n
e 74 VsOto kvadratov za model = stevilo stopinj prostosti za
model
tr (X (X'X)™ X') _— ((X’X) (X’X)_) —p

e 74 VsOTO kvadratov za srednjo vrednost = 1

tr (117117L) = (L)%t (1110) = (L)%t (1'1171) =
1

=) (L L) = (1)) =

e ZA OStanek

tr (I ~ X (XX X’) — tr () — tr (X (X'X)~ X') —n—p
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Vaja

o PoisCite kvadratno obliko in sled za naslednje vsote kvadratov!

o Je maftrika kvadratne oblike idempotentna?

o Kako je vsota kvadratov porazdeljena?

Z?J? - % (2 yz‘)z
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Bilinearna oblika

o imamo dve nakljucni spremenljivki (lastnosti)

y ~ (XyIByv V}’); 4 ~ (XZ/BzJ VZ);
o Med njima obstaja podobnost, ki jo opisemo s kovarianco

o Skalarna oblika
cov (Yij, 2ij) = Oyz = Znyij:ij — Z(ffp)ziw =
=F (yijzij) —E (yz'j) E (Zz'j)

o Matricna oblika

cov(y,z') =V,, = E(yz') — E(y) E(2)

o maftrika V. je kvadratna

o Dilinearna oblika = vsota produkfov dveh spremenljivk

y'Cz
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Linearni statisticni modeli z nepolnim rangom

o Statisticni model

y =X03+e
e~ (O, 102)

e Sistem normalninh enacb
(X'VIX)B=XVly

o resitve sistema (niso ocene parametrov, ki SO navedeni v
izpisih)

/30 _ (le—lx)_ }(/\/’—1y

o VsOte kvadratov morgjo biti neodvisne (invariantne) od resitev,
forej vedno enake
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Delitev vsote kvadratov

e DolocCimo vsote kvadratov
TSS = y'Vly
MSS = y’V_lX (X’V_lX)_ X’V_ly
RSS = y/ {V—l L V—lX (le—1X>_ X/v—l} y

o Nikjer nimamo parameftrov iz vektorja 3

o Njihove pricakovane vrednosti (postopek kasneje)

E (RSS) — FE (ylv—ly) . ) (ylv—lx (le—lx)_ X/v—ly)

— no?— po?
= (n—p)o’
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Delitev vsote kvadratov (nadalj.)

e Izenacimo vsoto kvadratov z njinovo pricakovano vrednostjo

AN

y' [V = VX (X'VIX) X'V |y = (n—p)o?

—

e TU je neznanka o

AN

02 =Ly [V - VX (X'VIX) XV y
o dobimo srednji kvadrat za ostanek

o pOdobno ravnamo z drugimi nakljucnimi spremenljivkami
(vplivi)
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Splosne hipoteze - TIP Il in IV

o Metoda splosnih linearnih hipotez za metodo najmanjsih
kvadratov:

» Napisemo ocenljive hipoteze

» PoisCemo njihove vsote kvadratov
o lzraCunamo srednji kvadrat in

o F—vrednost

o DoloCimo p—vrednost

o Postopek je isti, kot pri tipu | in tipu |l

o /aNtevnejsa je postavitev hipotez (prikaz sledi) ...
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Hipoteze za vplive z razredi (nepolni rang)
o NiCelna in alternativha hipoteza

HQIK,B:III
H1:K57ém

o VSOTa kvadratov za hipotezo

SS(H) = (KB ~ m)/ {K (X'X)” K'+

1 R
LK (X'X)” XX, (XM/MX;) ™ XX (XX K’} (KB _ m)
Kjer pomeni;

M=1I-X(X'X)"X' =M =M2inMX =0
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Hipoteza za (kvantitativne) vplive s polnim rangom
e NiCelna in alternativna hipoteza

HQIK,BZI’H
Hl:K,B#m

e VSOTa kvadratov za hipotezo
SS(H) = (KB ~ m)/ [K(X;M’Mxi)‘l K/} - (KB _ m)

o VsOte kvadratov so kompleksne in jo bomo prepustili
statisticnim paketom



