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Analiza variance
o DolocCitev podrobne strukture varianc in kovarionc

o Nakljucni vplivi in ostanek
« homogenost oz. heterogenost
o dolocCitev parametrov

V =wvar(y) = ZGZ + R
o Ocena (izraCcun) komponent varianc in kovarianc

o« Metoda ocenjevanja parametrov disperzije
o« Metoda optimizacije
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Statisticni modeli za oceno parametrov disperzije

o praviloma isti kot za oceno lokacijskin parametrov
o lahko vpliva na ocene komponent variance

o preverimo strukturo podatkov - koliCino informacij za
posamezne komponente

o Stevilo nivojev in porazdelitev opazovanj po nivojin
o Pri genetskin: porazdelitev potomcev po prednikin

o zOdostNO Stevilo informacij = parameter disperzije ocenimo

e pri pomanjkanju informacij

o predpostavimo, da je nic in ni v modelu
» VKljucCi se v ostanek ali drugo komponento
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Izpeljani parametr

e OCenjujemo (ko)variance, a primerjamo deleze varianc,
razmerja med variancami in korelacije

Fenotipska varianca 0l =o0,+0;+ - +o0;
Fenotipska kovarianca 012 = 0q12 + Og12+ +++ + Oc12
DeleZi varianc u? = 02/0% u=a,g, -, e
Heritabiliteta h? = o0?/0?

Razmerja varianc a=o’/o?

Korelacije Twii! = Oyii/ \/ O'giO'ii/} u=a,g, --,€
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Katere komponente (ko)variance?

« Stevilo lastnosti v modelu

o enolastnostni modeli: samo variance
o vVeclastnostni modeli: tudi kovariance

o Nakljucni vplivi

o Ostanek: manjkajoce vrednosti

o trivialni nakljucni vplivi: nivoji nekorelirani

o Nakljucni vplivi z koreliranimi (sorodnimi Nivoji)
« adifivni genetski vpliv: matrika sorodstva A
» dominanca: maftrika D

o Porazdelitev nakljucnih spremeniljivk

« homogene komponente (ko)variance
« heterogene komponente (ko)variance
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Struktura (ko)varianc v skalarni obliki

e Iznajamo iz statisticnega modela
Yiikimno = M+ P+ 55+ 0(Zijkimno — T) +
Tk 1 Gijkl T Qijkim + Dijklmn T €ijklmno
o Pricakovana vrednost
E (Yijkimno) = B (u+ P+ 5+ 0 (Zijkimno — T) +

+7k + Gijkl + Qijkim + Dijkimn + €ijkimno) =

— U+B+Sj +b($ijklmn0_f)
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- struktura varianc

o DoloCimo strukturo varianc za opazovanja

Va1 (Yiikimno) =
e Vstavimo model
var (yijklmno) — var (,LL + Pz, -+ Sj + b (ajz’jklmno — E) +

+7jk + Gijkl + Gijkim + Pijkimn + €ijkimno) =

o /adostuje samo nakljucni del modela in ostanek

= var (7jr + Gijki + Qijkim + Dijkimn + €ijkimno) =
o Kovariance med nakljucnimi vplivi so vse enake 0, zato

2 2 2

_ 2
=0, +o,+o,+0,+o0;
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Kovarianca med opazovaniji
» da sta zivali iz iste Crede r;y,
o daimata zivali a;jxim IN a; ;0 ISTEQA OCeta, a razlicno mater,

o zato sta tudi iz razlicnega gnezda g,k IN g;kr
« Opazovanji iz razlicnin permanentneh okolij: pijkimn IN Dijkirmm

COU (yz’jklmnm yijkl’m’m) —

o lahko uporabimo samo nakljucni del modela

— COUV (Tjk =+ 9ijkl + Qi kim + Pijkimn + €ijklmno;

Tik T+ Gijkl! T+ Qijkl'm! T Dijki'm/n T 6ij/~cl’m’n0) =
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Kovarianca med opazovaniji - I
= cov (T + Gijki + Qijkim + Pijkimn + €ijkimnos

Tik + Gijkl! T+ Qijkl'm! T Dijki'm/n T szkl'm’no) =

e razclenimo

= cov (rjk, Tji) + cov (gijkla gijkl’) + COv (aijklmv aijkl’m’) +

+Cov (pijklmna pijkl/m/n) -+ COV (eijklmno, eijkl’m’no) +04-.- =

o Vse kovariance med vplivi so enake 0
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Kovarianca med opazovaniji - |l

o Preverimo posamezne Clene

Zivali iz iste Crede:

cov (Tjk, Tik) + =

Zivali iz razlichega gnezda:

cov (Gijkis Gijrrr) + = 0
=

Zivali sta polsestri/polbrata:

2
COv (aijklma aijkl’m’) T Yaog
meritvi nimata skupnega permanentnega okolja
COU (pijklmna pijkl’m’n) T = 0
ostanka nista korelirana
cov (€ijkimnos €ijkiimimo) = 0
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Kovarianca med opazovaniji - IV

o Rezultat:
=0, + 0+ Yao; +0+0
o Kovarianco za izbrani opazovanji povzroca

» Skupno okolje v gnezdu in
o genetska komponenta, ki je odvisna od stopnje sorodstva

o Konstanta pri adifivni genetski varianci je odvisna od deleza
skupnin genov
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Homogene variance

o KOmponente variance za eno lastnost v populaciji iste

o Meritve opravljene z isto natancnostjo, istim instrumentom
» Populacija v podobnih, ne zelo razlicnin pogojin

o Porazdelitev nakljucnih vplivov: zival (a), gnezdo(g) in ostanek
(e)

a~ Ao’ gwI&S, e e ~ 15?2

o /0 vsak nakljucni vpliv le ena, skupna komponenta

o Tudi za ostanek le enaq, skupna komponenta
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Heterogene komponente variance

o Kdqj: razlicna natancnost merjenja ali izvedbe preizkusa,
razlicni instrumenti, razlicni ocenjevalci ...

o Lahko so heterogene samo nekatere komponente (okolje)
» Populacija razdeljena na subpopulacije (le zmerna delitev)
o Heteregene genetske variance med subpopulacijami z
nesorodnimi zivalmi

o Ena ali veC nakljucnih spremenljivk veC komponent

o Skupine so lahko iste ali razlicno formirane
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(Ko)varianca genetskin nakljucnih spremenljivk

o Vpliv zivali; r subpopulacij (npr. genotipov)

AL
var (a) = |
0

~2
O'al...

A

0

~2
r O-a/r

r
_E :GB 2
1=1

o Subpopulacije nesorodne in zaprte, v njih so razlicne zivali

o Kadar subpopulacije niso genetsko locene, je zagovarjanje
heterogenin komponent genetske variance tezko. Spremenifi
bi se morali koeficienti sorodstva. Tako potomca iz razlicnih
subpopulacij ne bi bila s starsem enako sorodna.
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(Ko)varianca okoljskin nakljucnih spremenljivk

e Vpliv skupnega oko

var (g) =

— 9

0

0

Iqa

2

99

q

1=1

o Ostanek: s subpopulacij (cbmogje, &reda, genotipi ...)

var (e) =

o Okoljske komponen

110-61

0

0

1,07,

=2

S

1=1

@6.\2

g1l

B2

o)

el

‘e med skupinami - nekorelirane (0)

ja v gnhezdu: ¢ subpopulacij (ereda, genotipi ...)
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Veclastnostni model

o /0 vpliv zivali vkljuceno r lastnosti

o Vektor plemenskin vrednosti za ¢t— to lastnost

—
A —

[ at1 Qg2

e iNnzavselastnosti(t=1,2---.,7)

a' = | a]

o Razvrstitev primerna za algebro

Atm }

/
al |

o Matrika geneftskih varianc in kovarianc

var (a) = var

A%1

Aaalr

Ao-alfr

i
~9
Ao,

G,o® A
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- Kronecker produkt

Matriko A izpostavimo
'@2 7 zadaj
al = alr
i i = &
2 5
@alr A ar Qg\}_c,
&%
_ Y N _
Jal C Jalr
; ‘.. i ®@
—~ A2
ga,l'r S Ja'r'

o Matriko izpostavino vedno zadaqj

o skalarji ostanejo v prvi matriki, ki se skrci



Biometrija 2011/2012 17

- matrika aditivnin genetskih varianc
var (a) = G, ® A

o Matrika genetskih varianc in kovarianc za lastnosti merjene na
Isti zivali

- R _
R Oag1 " Og1r
G, = L e
AN /\2
Oatr =" Ogr

« Lastnosti so genetsko korelirane (o, . )

o Kadar so vse lastnosti nekorelirane, je rezultat veclastnostnega
modela enak rezultatom vec enolastnostnin modelov

o Navadno variance ocenimo iz podatkov, zato smo uporabili
ocene parametrov disperzije
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- matrike (ko)varianc za okoljske vplive in ostanek

o Vpliv skupnega okolja v gnezdu: ¢ lastnosfi

Iga\-;l S Ig/\glq R
var (g) = | 52 =G, ®1,
i LyOgig - Loy, |

e Ostanek: r lastnosti (vse lastnosti
Ia\-gl S Ia—elr
var (e) = L e =Ry®I

A~ /\2
IO-elf'“ ¢ IO-G?/;

o Okoljske komponente med skupinami - nekorelirane (0)
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Druga razporeditev opazovan]
o Lastnosti razvrsCene znotraj zivali
a, = [a- A;o -+ Q; }'zovselos’rnos’ri =1, 2
i il W42 ir | =14 2,7

o Genetske (ko)variance za lastnosti merjene na isti zivali

/\2 AN
R Ou1 " Og1r
GCLO — i i
A /\2
Outr """ Ogr

o Vektor plemenskin vrednosti za vse zivali
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Matrika genetskin varianc in kovarianc

var (a) =

&11G0a,

S1Mm.

— A®é0a

aliGOa

az’z'GOa

A1m GOa,
aimGOa

ammGOa

e razvrstitev uporabliena pogosto pri prakticnem delu

o razvrstitev ne vpliva na rezultate, le na razporeditev

o tudi pri drugih nakljucnin spremenljivkah se struktura spremeni
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- matrike (ko)varianc za okoljske vplive in ostanek

o Vpliv skupnega okolja v gnezdu: ¢ lastnosfi

(G, - 0 . o
var (g) = I =1, Gy, = Z@Ggo
0 --- Gy i=1

var(e)= | 1 . :I®ﬁgzz@ﬁo
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R

0
0

Direktna vsota

0

Ry;

0

mn
_ oo B}
= E Ry;
i=1

n -~
— @ROZ
1=1

o za blok-diagonalne matrike, med bloki ni povezav

o bloki na diagonali so lahko razlicnih oblik: skalarji, vektorii,

matrike

o blokov ne sestevamo, to je le nacin prikazovanja

blok-diagonalne matrike
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ManjkajoCe meritve

o Matrika (ko)varianc za ostanek

var (e)

« Matrike Ry; in 0 so razlicnih velikosti

R

0

0

Ry;

o Matrike (ko)varianc za nakljucne vplive so nespremenjene
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Variance in kovariance - parametri disperzije

o ENacCbe za komponente variance:

o poisCemo vsote kvadratnih odklonov za posamezne

nakljucne spremenljivke
o jin izenacimo s pricakovano vrednostjo

vsota kvadratov = kvadratna oblika = E (kvadratne oblike)

o ENacba za komponente kovariance:

» PpoisCemo vsote produktov odklonov za posamezne
nakljucne spremenljivke in
e jin izenacimo s pricakovano vrednostjo

vsota produktov = bilinearne oblike = E (bilinearne oblike)
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Pricakovana vrednost kvadratne oblike
e VZEMIMO, da so opazovanja porazdeljena
y ~ (X8,V)

o Potem je pricakovana vrednost kvadratne oblike enaka
pricakovani vrednosti sledi te kvadratne oblike

E(y'Qy) = E(ir (y'Qy)) =
o Pri opearciji tr () lahko matrike rotiramo
= E(ir (Qvy')) =

o Kerjesled (ir ()) vsota in E () povprecje, vrstni red operacij
lahko zamenjamo

tr (B (Qyy’)) =
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Pricakovana vrednost kvadratne oblike - I

o Maftrika kvadratne oblike Q je povezana s strukturo podatkov

o KO podatke imamo, je konstantna in jo lahko izpostavimo pri
pricakovani vrednosti

=tr (QE (yy')) =

o |z definicije za varianco opazovanj (fenotipsko varianco):
V=E({yy)-E(y)E({y
o lahko izpeljemo enacbo za FE (yy’)
E(yy') =V +XBB'X'
e V=1tr(QF (yy')) = nadomestimo izraz z desno stranjo enacbe

= tr (Q (V + XBB’X’)) =
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Pricakovana vrednost kvadratne oblike - |l
o laNkOo poOMNoziMmo in razstavimo
=tr (QV) +tr (QXBB'X') =
o Matrike v drugem cClenu lahko ponovno rotiramo

=tr(QV) +tr \(,B/X’QXB)

>4

skaﬁr

o drugi Clen je skalar, zato lahko sled izpustimo

=tr (QV)+ @2(_// Qé/@
E(y') E(y)

e Prvi Clen enacbe je povezan z nakljucnim delom modelaq,

drugi Clen s sistemartskim
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Pricakovana vrednost vsote kvadratov za ostanek
E(RSS) = E(y'Qy) =

e UpOrabimo pravkar razvito enacbo

=tr (QV) + 8'X'QX3 =

o preverimo produkt matrike kvadratne oblike QzVin X

QV = QIo? = (I ~ X (X'X)” X') o2

QX = (I—X(X’X)_X’) X=X-X(XX) " XX=X-X=0
e UpPOStevajmo rezultata
— tr KI ~ X (X'X)™ X’) ag} + B'X'083 =

o drugi Clen odpade, prvega razdelimo na dve komponents
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Pricakovana vrednost vsote kvadratov za ostanek

= [tr (@) = tr (X (X'X)”X') |52+ 0 =
e in Se izraCcungjmo sledi pri obeh matrikah
_ [n — 4 ((X’X)_ X’X)} 5240 = (n—p)o2

o Vsoto kvadratov za ostanek izenaciti s pricakovano vrednostjo
kvadratne oblike
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Ocena variance za ostanek
RSS = E(RSS)

o NAPISIMO kvadratno obliko za vsoto kvadratov za ostanek,
v’ (I ~ X (X'X)™ X’) y =
e jO izenacCimo s pricakovano vrednostjo kvadratne oblike
y'(1-X(X'X)"X)y = (n—p)3?
e ker iSCemo varianco za ostanek, lahko enacbo preoblikujemo

~2 1 - . / — /!
52 =Ly (I X (X'X) X)y

&
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Preverimo
~2 1 / . / — v/
52 =Ly (I X (X'X) X)y

(&

e SOOMNIMO se Se skalarne oblike

~ ~ 2
7o = s 0o Wijk — E (Jijn))

o dobili nismo niC novegaq, preveritev pa je uspela
e Model je bil enostaveny = X3 + e

o Pri bolj kompleksnin modelin in podatkih iz prireje skalarne
oblike niso enostavne



Biometrija 2011/2012 32

Analiza komponent variance

o Komponente variance dobimo tako, da

o POISCEMO primerno vsoto kvadratov,
» jO zapisemo v obliki kvadratne oblike (y'Qy) in
e jO izenaCimo z njeno pricakovano vrednostjo (F (y'Qy)).

e OCenjujiemo po metodi najvecjega verjetja / najvecije
zanesljivosti

o Sisfem normalnih enacb z najnovejsimi ocenami parametrov
disperzije

(Xfff—lx) 3=X'V-ly (1)
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o NApovemo nakljucne vplive in ostanek

i=GzV! (y - XB) 2)

e=RV! (y — X,g) (3)

o POISCemMoO vsote kvadratov za nakljucne vplive in jih izenacimo
S pricakovano vrednostjo

—~

TG = tr (V—lzéz') 4
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e POISCEMO Vsote kvadratov za ostanek in jih izenacimo s
pricakovano vrednostjo

R 6 = tr (\Nf—lﬁ) (5)

e sistfem nelinearnih enacb resSujemo iterativno, zacnemo
ponovnNo pri enacbi 1, dokler ne izpolnimo kriterija za
zaustavitev ("'sfopping criteria®)



